А. А. ЧУПРЫГІН 


МАТЭМАТЫЧНЫ АНАЛІЗ: 
ФУНКЦЫЙНЫЯ ШЭРАГІ 


Вучэбна-метадычны дапамозжнік 
па аднайменнаму курсу 
для студэнтаў фізічнага факультэта 


МІНСК 
БДУ 
1998 


УДК 517.5(0758) 
ББК 22 162я73 
Ч92 


Рэцэнзент 


доктар фізіка-матэматычных навук. прафесар Л. М. Баркоўскі 


Разгледжана І рэкамендавана да выдання 
рэдакцыйна-выдавецкім саветам Белдзяржуніверсітэта 


Чупрыгін А. А. 
Ч 92 Матэмагычны аналіз: функцыйныя шэрагі: Вучэб.-метад. дапам. 


па аднаймен. курсу для студэнтаў фізіч. фак. --- Мн.: Белдзяржунівер- 
сітэт, 1998. -- д5 с. 


УДК 517.5(075.8) 
ББК 22.162я73 


Ф А. А. Чупрыгін, 1998 


ФУНКЦЫЙНЫЯ ШЭРАГІ 

зараз мы будзем разглядаць функцыйныя шэрагі, г.зн. такія 
шэрагі, скпаднікамі якіх з'яўляюцца функцыі. Менавіта 
функцыйныя шэрагі, а таксама функцыйныя паслядоўнасці, маюць 
асабліва важнае значэнне як у тэарэтычных даследаваннях, так і 
ў шматлікіх практычных дастасаваннях. 

Асноўным пытаннем, на якім засяроджваюць увагу пры 
разглядзе лікавых шэрагаў, з'яўляецца пытанне аб іх збежнасці. 
Пры даследаванні функцыйных шэрагаў нас будзе цікавіць не 
толькі сам факт іх збежнасці, інакш кажучы, існавання сумы 
шэрагу, а і функцыйныя ўласцівасці гэтай сумы, напрыклад, яе 
непарыўнасць, інтэгравальнасць, дыферэнцавальнасць. Як мы 
ўбачым дапей, Ффункцыйныя ўласцівасці сумы збежнага шэрагу 
істотна запежаць не толькі ад адпаведных упасцівасцей яго 
складнікаў, а і ад характару збежнасці гэтага шэрагу. У 
адрозненне ад лікавых шэрагаў дпя функцыйных пэрагаў, а таксама 
для функцыйных паспядоўнасцей, акрамя простай збежнасці 
разглядаюць яшчэ адзін тып збежнасці, так званую раўнамерную 
збежнасць. Гэтае даволі тонкае паняцце і будзе ніжэй падрабязна 
разгледжана. Мы ўпэўнімся, што функцыйныя ўласцівасці сумы 
шэрагу ў значнай меры абумоўліваюцца менавіта раўнамернай 
збежнасцю шэрагу. 

41. ЗБЕЖНАСЦЬ ФУНКЦЫЙНЫХ ПАСЛЯДОЎНАСЦЕЙ І ШЭРАГАЎ 

Няхай на некаторым мностве дадзена паслядоўнасць фунЕцыйЙ 

ў, (зк) а ў, (х), Зара я ў, (к), а 

Калі зафіксаваць Х , то функцыйная паслядоўнасць (Т. Сх)) 
становіцца пікавай паслядоўнасцю, яна можа збягацца, можа 
разбягацца. Паслядоўнасць (ы сю)) называецца збежнай на 


мностве Х , калі пры любым фіксаваным Х. 6 Х збягаецца пікавая 


ба 


паслядоўнасць (ў, (хо) Е 

Калі функцыйная паслядоўнасць (ў 2) збягаецца на мностве 
Х , то функцыя ўсх) , якая вызначаецца пры кожным хе Х 
роўнасцю баў ў(х) Я ў (х), 
и-э бо 
называецца лпімітам функцыйнай паслядоўнасці, або лімітавай 
функцыяй. 

Зразумела, што пімітавая функцыя ўсх) паслядоўнасці (ўн(ю) 
вызначана толькі на мностве збежнасці паслядоўнасці, якое 
звычайна вузей, чым абсяг вызначэння функцый ў, (ж). 

Анапагічным чынам разглядаюць функцыйны шэраг 

»” шах абое (Ці), 
складнікі якога ча М), (Хх) ёсць функцыі з некаторым абсягам 
вызначэння. 

Суму МЮ першых складнікаў шэрагу 


Аўлас) з Я м. Сх) 
«1 
называюць У? -й частковай сумай функцыйнага шэрагу. 


Шэраг ў М. (х) называецца збежным на мностве Х ; Калі 
паслядоўнасць яго частковых сум (Я, (зх)) збягаецца на гэтым 


мностве. Піміт частковых сум 
А(х) с Ёа 9. (х), хеХ 
М Зра 
называюць сумай функцыйнага шэрагу і запісваюць 
а» 
з (заў - “ана 
з4 
Такім чынам, сумай збежнага шэрагу з'яўляецца функцыя 5(х), 
якая вызначана на мностве збежнасці шэрагу. 
Як і для лікавых шэрагаў разглядаюць р “ю астачу 


функцыйнага шэрагу ---шэраг рнур (Хх) (або 23 М.) ), суму 


мэм 
якога (у выпадку збежнасці) Вамзнёчайць АЛА. ыны 
МАР е 
амех)ея» «аса. сект 
Мае месца роўнасць “а 
Ах) х Зах)“. Сх), ж Ха 


Ца 


Функцыйны шэраг Ж ых) называецца абсалютна збежным на 
мностве Х , капі на гэтым мностве збягаецца шэраг Ў [Маю]. 


Істотная заўвага. Збежнасць функцыйных паслядоўнасцей і 





функцыйных шэрагаў вызначаецца праз збежнасць адпаведных 
лікавых паслядоўнасцей і шэрагаў, паколькі зменная р 

фіксуецца. Гэта дазвапяе нам пры даспедаванні збежнасці 
функцыйных шэрагаў і паслядоўнасцей скарыстоўваць тыя ж метады, 
якія прымяняліся пры даспедаванні збежнасці лікавых шэрагаў і 


паспядоўнасцеё. Напрнклад, паводпе прыметы Кашы, калі існуе 


цы часоў з 9 Ск), 


м “9 сха 
то дпя ўсіх х , якія задавальняюць умову 3) « 4 , шэраг 
абсалютна збягаецца; дпя ўсіх Ж, якія задавальняюць умову 


(2 4» -- шэраг разбягаецца; пры д(х)54 патрабуецца 
дадатковае даследаванне. 
Прыклад 1. Знайсці абсяг збежнасці раку 
ўе Е/ь 


4 Будзем карыстацца прыметай Дапамбера ў лімітавай форме. 














Знойдзем ау а 
Сіна Цын. ра, Г. Ме ы эк) 
чэее] Цу(х) І меса! Х/иа асі йына 
Тады пры [эс] «4 шэраг збягаецца (нават абсапютна); пры 


ээ] шэраг разбягаецца; дадатковае даследаванне патрабуецца 
пры рэ 247. Значэнню ХА адпавядае разбежны шэраг абл» Е 
-41 а 
Пры - Х-4 атрымаем шэраг уй, 44 : які збягаецца паводле 
прыметы Лейбніца. 
Е Ё ХУ 

Такім чынам, абсягам збежнасці шэрагу ай Каў іе будзе 

прамежак -4: х«4 А 


Прыклад 2. Знайсці пімітавую функцыю паслядоўнасці ўй(х) з Хх" . 


д Відавочна, што паслядоўнасць Ёа (ас) «нас збягаецца на 
прамежку -14 « х «1 прычым лімітавая функцыя 
калі 3 ц -4е хе 
ўсх) аа 9 ў ! 


П кан жа4 А 


-ф-- 


Прыклад З. Даспедаваць збежнасць і знайсці суму шэрагу 
2 ж? га 
а. «аба: ганны а-а аЕ 
аа хЗ (аха) (а х2)" 


“а 


Д Пры уга шэраг збягаецца, таму што ўсе яго скпаднікі 


роўныя нулю, прычым, відавочна, сума шэрагу 5(0) а О . 








Пры зза аф дадзены шэраг уяўляе сабою бясконцую 
геаметрычную прагрэсію з назоўнікам 4. іх Калі ХЖФЕС,, 
то де , значыць шэраг будзе збягацца і яго сума 

(Хх) “а Я 4? 
“Ча 
Такім чынам, шэраг збягаецца пры ўсіх а. і мае суму 


(ьхі , калі хёеО 
0 з о , калі х:ФС А 

Заўвага. Апошнія два прыклады паказваюць, што пімітавая функцыя 
ў (эю) паслядоўнасці (Ўа( х) ) і сума Ах) функцыйнага 
шэрагу У цах) могуць быць разрыўнымі функцыямі, нягледзячы 
на тое, што элементы паслядоўнасці Гах) Хх" і складнікі 
шэрагу Цесх) аў з'яўляюцца непарыўнымі пры ўсіх Х б 
прычыны гэтай анамальнай з'явы ўпершыню былі даследаваны 
Стоксам, Зайдэлем ( 1847-1848 ), а затым Кашы ( 1853) і 
Вейерштрасам; зрэшты, прыватны выпадак гэтай з'явы яшчэ раней 
разглядаў Абель (1826). Варта адзначыць, што матэматыкі пачатку 
дзевятнаццатага стагоддзя занадта доўга знаходзіліся ў палоне 
памылковага сцвярджэння: “Тое, што праўдзіцца да ліміту, 
праўдзіцца і ў ліміце". Аднак не ўсе ўпасцівасці, якімі 
валодаюць эпементы функцыйнай паспядоўнасці або складнікі 
шэрагу, аўтаматычна пераносяцца на лімітавую функцыю або, 
адпаведна, суму шэрагу. 

Мы пакажам ніжэй, што, напрыклад, непарыўнасць лімітавай 
функцыі функцыйнай паслядоўнасці, а таксама і сумы функцыйнага 
шэрагу, звязаны з характарам іх збежнасці, дакладней, з так 


званай раўнамернай збежнасцю. 


гб - 


Практыкаванні. 


Знайдзіце абсяг збежнасці наступных шэрагаў: 


со ан 99 аа со се 
аў ) аў аа ) дя; Лара ) іі, Зь? ) “аш 
кз4 (а е ре ыі кб сч «сч 
га ань на... Ума ж) хк 
ўча аа Дан , “Я ая З 
к-4 кч4 к-4 


2. РАЎНАМЕРНАЯ ЗБЕЖНАСЦЬ ФУНКЦЫЙНЫХ ПАСПЛЯДОЎНАСЦЕЙ 

2.1. Азначэнне раўнамернай збежнасці паслядоўнасці 

Няхай паслядоўнасць (9. (зх)) збягаецца на мностве Хх 
да лімітавай функцыі ў (2). Сімвалічны запіс азначэння 
збежнасці на мностве ь паслядоўнасці (ўь(х)) выглядае 


наступным чынам: 


МхеХ “9еС ЗМ «Мнэм з» І(ыіх)- ў) СЕ (а) 
Паколькі паслядоўнасць збягаецца на мностве Х Я то для 
кожнага хе Х існуе, увогуле кажучы, свой пік М такі, 
што пры Ў" » М выконваецца няроўнасць сія) . Такім чынам, 
пік ІУ , які знаходзяць шпяхам развязвання няроўнасці (1) 
адносна Ю , запежыць не толькі ад Ё : а і ад Ж . Гэтую 
залежнасць абазначым так: М: (Е,Х) . Узнікае пытанне: ці 


існуе лік МАЛМ(Е), які запежыць толькі ад Ё , такі, што 


Ун » (5) няроўнасць [ко ўс] ФЁ выконваецца адначасова для 





ўсіх хе Х ЭПры станоўчым адказе на гэтае пытанне гавораць аб 

раўнамернай збежнасці паслядоўнасці на мностве Х . На першы 

погляд мона здацца, што такое М з Л/(8) заўсёды можна знайсці, 

паколькі для любога хеХ сваё М існуе. Аднак, як мы 

пакажам ніжэй, здараюцца выпадкі, калі нельга знайсці М (2), каб 

няроўнасць [5 Ўсо] се задавальняпася адначасова для ўсіх ХЕХ. 
У гэтых выпадках гавораць аб нераўнамернай збежнасці 

паслядоўнасці (5.5) на мностве Х : 

Азначэнне 1. Функцыйная паслядоўнасць (Ёа Сжх)) называецца 


[ раўнамерна збежнай да функцыі фсх). на мностве Х,, 


АМ -- 


калі 
ўуехо ЗМеА(е) уп “УхеХ за а)- ао ўс 

Капі паслядоўнасць (Б) раўнамерна збягаецца да функцыі 

Д) на мностве Х , то будзем запісваць: Р. ўсх) ран Ё (х) на Х. 

Падкрэспім, што раўнамерная збежнасць ёсць уласцівасць, 
якая асацыіруецца з мноствам пунктаў. Адна і тая збежная 
паслядоўнасць можа збягацца раўнамерна на адным мностве і 
нераўнамерна на другім. 

Відавочна, што з умовы ў. о З Н) на Х , вынікае збежнасць 
паспядоўнасці да ў (х) на гэтым мностве. 

Паняцце “раўнамерная збежнасць" упершыню паявілася ў 
знакамітай рабоце Стокса (1849) “Аб крытычных значэннях сум 
ые шэрагаў“. 

Азначэнне 2. Няхай аа ў.) Их) на Х . паслядоўнасць ўм) 
нераўнамерна збягаецца да функцыі ў(х) на мностве Х 
(абазначаюць ў.) ЗА ў) на Х ), калі 
Зга»о ум зн ззех ір о-ў [іе 

2.2. Геаметрычны сэнс раўнамернай збежнасці паслядоўнасці 

Няхай нх)? ўсх) на (а,6] . тады “Е»С, пачынаючы з 
некаторага нумара, будзе выконвацца няроўнасць ўе ўе ў) “Е 
дпя ўсіх х еўа,ё]. гэта значыць, што дпя ўсіх х Га ёбі]графікі 


функцый Ча ў) не выходзяць з С - паласы, якая акружае 





графік лімітавай функцыі Ус ўСх) (рыс. 1а). 
М а). - 
заў 
пуса чае Чаў(ю) 
а баць: 
1 
! 





“а. б ж 
Рыс. 1. 
Калі ж ўсх) нё) на [а,6] , то існуе Ё - папаса, якая 


--8- 


акружае графік пімітавай функцыі 9: ў) , такая, што “Ў М 
знойдзецца нумар п» Кі і пункт Хё[а,ё] такія, што графік 
функцыі Чэ ўьбо выйдзе з гэтай Ё - паласы ў пункце “Ж 
Інакш кажучы, графік функцыі Ыі) утварае ў акрузе пункта Хх 
горб, які выступае з вызначанай Ё - паласы (рыс. 16). 

Калі нумар У павялічваецца, гэты горб зусім знікнуць не 
можа, апе ён павінен ссоўвацца ўправа або ўлева, паколькі для 
любога фіксаванага Хх ё[а, ё] рознасць [ўміх)- ў8)] імкнецца да 
нуля пры м-э9э 99 . У сувязі з гэтым гавораць, што нераўнамерная 
збежнасць ёсць “феномен рухаючайся хвалі" 

Прыклад 1. Даказаць раўнамерную збежнасць на [а, 2] паслядоўнасці 
Да) з аа 


ду Знаходзім пімітавую функцыю: 


рада бры ра) бы 
-эса а Иих 
Развязваем адносна У няроўнасць і ў схі.” ўсю і «е. 
Маем 4 А Й 
5 к -” ЬЯ цы сі ЯЕ каа Я базара а.) Й 2 - 
[498 ўс] І МХ е] ра 
рака: 
А тады 4АмХх» “; , значыць а» . Такім чынам, у якасці 
МС, Хх) Невы ўзяць ЦЕ, Хх) М а . Паколькі для ўсіх хе[1,2] 
“4 Я 
М (е, муза. с -4 апа “най велічыні МС), якая не 


залежыць ад ся можна ўзяць (4(8)З Ме -4. 
Канчаткова атрымліваем: 
дз» зіца)-і-  ми»ме) ухеро2] г радас, 
а гэта і азначае, што ў б) (ай (ух) на [4,2]. А 
Прыклад 2. Даказаць, што паслядоўнасць Я (з) з ---у- збягаецца 
нераўнамерна на прамежку (0,9. 
Відавочна, што “УХ «(9,2 
ўсх) з Маа Хі) - бам АА 
Дакажам, што ў) на (0,2] . гэта азначае, што 
Зе»бе ўм зьм Я (9,2 «Ў. -160[- зн? е 


Сапраўды, возьмем ёе АРА?) . Тады, які б нумар ў ні ўзяць, 


-е- 


існуе пункт хі саркая , такі, што 
Іь (а) - Р(Х)] 25 Там” Э; а. 
Такім чынам, Ха) а: ўСх) на (е, ёБы уа 


“з “а 
Заўважым, што пункт “Хх залежыць ад (у , прычым, К 


імкнецца да нуля, калі п-» с. 

Можна было правесці доказ і іншым спосабам. З няроўнасці 
Із-э9- ўоаў“Е, як і ў папярэднім прыкладзе, атрымліваецца ваў ЁЎ. 
У дадзеным выпадку выбраць МА М(Е), адначасова прыгоднае для 
ўсіх хе(0,2] : ужо нельга, таму што, капі Хх імкнецца да 
А 


на прамежку 


зе. бала 
нуля, то М (ех) МТ “Э н. 


Нераўнамерная збежнасць паслядоўнасці а Бр еачя 
(о, 91], таксама як і раўнамерная збежнасць на адрэзку [1, 2] 


, 
становіцца зразумелай, калі звярнуцца да Графікаў функцый Ч:11 09), 
Крывыя а ў Ск) на прамежку (е, 2] “з ростам Д усё цясней 
прыціскаюцца да восі ОХ . Аднак паколькі І. ада “Уи , ТО 
пры любым у графік функцыі Ча фаб] выйдзе з Ё - паласы 


(ссега) , Узятай вакоп графіка пімітавай функцыі ўм О (рыс. 2). 
Ма 





9 Рыс. 2. 2 
заў Асноўныя этапы доказу раўнамернай збежнасці 
паслядоўнасці паводпе азначэння 
Каб даспедаваць на раўнамерную збежнасць паслядоўнасць (9.9) 
хеХ, карыстаючыся толькі азначэннем, паступаюць наступным чынам: 
1. Знаходзяць лімітавую функцыю ((х) - Сам ыбо) , Ее Х. 
2. Запісваюць няроўнасць [1..69- ро [се 1 развязваюць яе 


адносна: М , атрымліваюць развязак у выглядзе пу» М(5,х). 


3. Выбіраюць М(Е) , калі гэта магчыма, так, каб УхеХ 
мела месца няроўнасць М(2) Ж М(Ё,Х). Калі такое ІМ(Е) не 
існуе, то збежнасць нераўнамерная. 
практыкаванні. 

1. Дакажыце, карыстаючыся азначэннем, раўнамерную збежнасць 
функцыйных паслядоўнасцей (Рысх)) на дадзеных мноствах ў, «а 


аў ыеў са, ХА [о, бэ1анв) вада, Х 2[с, «се), 





М Хх 4 дух. 4 9 а 
суст зага З г ; Ёа Я а, 
б) Ў» 1 даўна? Х [9,13, г) ўні) вуча" (Бра 
2 Дакажыце , карыстаючыся азначэннем, што наступныя 


паспядоўнасці (ўс) збягаюцца нераўнамерна на мностве Х 


а) ены эст Х г (0,4, 


б) ўе ба Эн х.е аа Х -[о, лая 


“С с 
: пнэ-4 т і 
заараў іза тнаідё ўнай “Я, 
2.4. Прыметы аўнамернай збежнасці /УуНнкцЫыйныХх 
паслядоўнасцей 


Пры даспедаванні функцыйных паслядоўнасцяў на раўнамерную 
збежнасць прымяняюць акрамя азначэння дастатковыя, неабходныя і 
дастатковыя прыметы. Вызначым некаторыя з гэтых прымет. 

Прымета Вейерштраса. Капі існуе пікавая паслядоўнасць еб») 
такая, што Са а: О і, пачынаючы 
и оо 
з некаторага нумара, [І Ў) - ў(х)] са, 
Ух «Х, те ў: ў) на Х 
Крытэрый раўнамернай збежнасці. Дпя таго, каб ў) З ўце) на Х, 


неабходна і дастаткова, каб 


ём (Фар І ых) 9]) 


б -»609 


9. 


Крытэрый Кашы. Для таго, каб ў, бх) с ЁСХ) на Х , неабходна і 
дастаткова, каб 
уех0 зац) ум»Мце) УРМ мхеК [ў ое, 
2.5. Уласцівасці раўнамерна збежных паспядоўнасцей 
Тэарэма 1. Калі функцыі ўў) (йз4.2,...) непарыўныя на мностве Х 


і бах) Нх) на Х , то Іх) таксама непарыўная на Х 





Тэарэма 2. Калі функцыі ў іх) (и-4,2...) знтэгравальныя на 
адрэзку (а, 6] і ў х)-зўх)на гэтым адрэзку, то ўсх) 
будзе таксама інтэгравальнай на Га, е] 3 
ё і 
лала ў Зах) ах У Ў(х)Чх 
мэбсо о (а а. 
або, інакш кахучы, 


і Я 
ср (“рас ах з ў Ўл ўсх) ах. 
са “зо 


оо а 
Тэарэма З. Калі е. ўсх) (аа) дыферэнцавальныя на(аё] 
і паслядоўнасць (й Сю) збягаецца ў некаторым пункце 
х.аё] а паспядоўнасць вытворных (6,5) раўнамерна 
збягаецца на Га, 61 : тады, па-першае, паслядоўнасць 
(ўо0) раўнамерна збягаецца на]а.ё] (ў.0 зана [ 9.ё3) я 
па-другое, пімітавая функцыя ўсх) дыферэнцавальная 


; 4 А. раша 
на гэтым адрэзку, прычым ў (Хх) з Манах фу (Хх) 
е 


аа тр: ЗУ 
тэо Ивоо 


Мы пакахам ніжэй (п. 2.6), што патрабаванне раўнамернай 
збежнасці ў тэарэмах 1,2,3 з'яўляецца істотнай умовай для 
выканання сцвярджэнняў тэарэм, аднак гэтае патрабаванне не 
з'яўляецца неабходным. 

Каб праілюстраваць практычнае прымяненне прыметаў збежнасці 
функцыйных паслядоўнасцей разгледзім некалькі прыкладаў. 

Фа! 


АХ. раўнамерна 


прыкпад 3. Даказаць, што паслядоўнасць рах) 4 
ананасы са ьх 


збягаецца на прамежку (О, 1/2 ]. 
1 спосаб (паводпе азначэння раўнамернай збежнасці). 
Знаходзім лімітавую функцыю: 
ра) Ша, ўл): ба "Дыха) з0, хо, 


ыа 2 -- 


Развязваем адносна М няроўнасць Іўлсх)- ((Юіеё, Маем 


г” Я рэа Я 
са Зы аа ат а 
: ра г 
Відавочна, што парэ Й х с, 3], таму будзем пічыць 6“1. 


Тады, развязаўшы няроўнасць, атрымаем дпя ўсіх ж (0,1 3 


м ба е), 27 
Такім чынам, 


Шаша. мас Міг) Мке(9, 1) ыў. ўс: 


г. зн. ўміх) сЗ ўсх) на (61,]; 


МёгС ЗМ(2)З 





вё, 


Заўважым, што мы маглі б спрасціць выкладкі, капі б у самым 
пачатку ўзмацнілі чада насць, запісаўшы: 
І Бе М аа" х е (6, 2] 
Тады, развязваючы больш Бабы няроўнасць Б“ Е , атрымліваем 


для ўсіх хё (9, 42] 


Хм ём. п. 
и а АаБ0ГА 
” еа ём ак. ёд 175 ( ) ч 
Такім чынам, у якасці и((Ё) можна ўзяць Ма) (з - Гэты прыём 


айн " 
спрашчэння выкладак шляхам узмацнення няроўнасці (ўн - ўсх“ Ё 
даволі часта выкарыстоўваюць на практыцы. 


2 спосаб (паводпе прыметы Вейерштраса). 


Відавочна, што Ух е (Ф, пы Бяканааецца няроўнасць 


Іра - ўбо] з Ра ме уч 
Няхай (уз Мон . Паколькі Ух сі Ёбаа уза “7О , то паводле 
Аа гО ци зоо 


прыметы Вейеритраса ўм(х)сў ў(х) на (0, 4» 1. 

З спосаб (паводле крытэрыю раўнамернай збежнасці) 
Знойдзем спачатку зара - Н] на прамежку б аэ а 
Паколькі вытворная 


(неа. б. манах ёк, ЎБ 
А чая са (4 га зай бы ) 2 


нарастае на прамежку (0,2, 


(а) 
уц. Іў, (к) (хо а а. 
Ца ш ў І 1 (2)" 


то выраз 1Ў,59- Ёб9]2 а ЫЫ 


значыць, 


Такім чынам, 


(ару“ 
с. 2і 
раабў (Зар [ў - ро) - е Ма о, 
"4 й А- (оу 

значыць, нона крытэрыя задавальняюцца, адкуль вынікае, што 
бара Н Ў на (е, 151 
4 спосаб (паводле крытэрыю Кашы раўнамернай збежнасці). 

Ацэнім велічыню е Й СЁ. СХМ, Маем для ўсіх хе(О, 1, і: 


г аа аые д” 
ына баў] ір аа пелі еа Хх") 


Відавочна, што пры У?» С9,,Е будзе выконвацца няроўнасць (Ус Я 
а, значыць, і І бар (х)- Зм 5] «е Мхе(с,1/;]] ч “ре М. 

Такім чынам, мы атрымалі, што 

уе»0 З Ме)з у Е уйнМ(г) ЎреМ Мхе(о 4] з) зы 9] се, 


г. зн. умовы крытэрыю Кашы задавальняюцца. 


грай 


сха)“ 








Заўважым, што ў крытэрыі Кашы не выкарыстоўваецца лімітавая 


функцыя, вось чаму яго можна прымяняць р) без папярэдняга 


знаходжання Сіма Ўм(). ў“ 
пбЭ хч 
прыклад 4. Даказаць, што паслядоўнасць ўміх) де Жа а збягаецца 


нераўнамерна на адрэзку [М у Зі з 


(1 спосаб (паводле азначэння нераўнамернай збежнасці). 
Знаходзім пімітавую функцыю 
І с“ 0, калі хер, 1), 
ў (х) А ёсца ў од ЕЎст - 
М-э ро 


цизоо Фех" аа - іа 





Відавочна, шо “Ум пункт Х з ЕА належыць інтэрвалу (з, 1) 


і ў сваю чаргу, 


І 


1 да 5 
Такім чынам, 

Зе, 20 “М ЗИ (у якасці (ай можна ўзяць любы нумар, 
які больш, чым М ) З Ж» Ў“, [4 1 А б- ў) [- Я Ь ра 
значыць, іён сх) та Ў(х) на СЯ аа. 


2 спосаб (паводле крытэрыю раўнамернай збежнасці). 


(б -Ро]- Зар “а. 


Знаходзім эй я 
хер] хе(і, 4] ўзня 


ры 


зоа 
Функцыя аб, Ся нарастае пры хх» 
вытворную, значыць раена ЫЗ 


раўнамернай Бень аш бадай ўнай 2О , зразумепа, не 


, бо мае дадатную 





А тады ўмова крытэрыю 


задавальняецца. Значыць, ўсіх) УЗ Ф) на [ые]. 


З спосаб (паводле крытэрыю Кашы раўнамернай збежнасці). 


Фіксуем адвольны нумар И . Возьмем рай і ба 
Тады [Зьге С заў, (заа рыс фаз 
Засышана у.а. А «ай 
А д 2 «Хм ” рац РЎ 1 


Такім чынам, 

36.25 20 УМ. Зюмэм (у якасці 3 ц можна ўзяць пюбы нумар, 

які болып, чым М) Зрзп ах-У, са, П об) ў (0 
а Ё»6,, значыць, ўьіх) мз ў) на (1, 1]. 

4 спосаб. Выкарыстаем тэарэму аб непарыўнасці пімітавай функцыі 


функцыйнай паслядоўнасці. 
ахамы 


Функцыі іх) з 
бай ЦА 1 с” 


(иеі,2..) з'яўляюцца непарыўнымі на 

ч Р ' О, капі хеў- 1) 

адрэзку (5, І ] , а пімітавая функцыя ў “а 
Я 1, капі х-4 


мае разрыў у пункце Х214 . Значыць, паводле тэарэмы 1, 


фо Зв ўзуна [іа, 1]. Я 


2.6. каментарый да тэарэм аб упасцівасцях раўнамерна збежных 
паспядоўнасцей 


Разгпедзім дзве паспядоўнасці 


Я паа З 
09-29, і дыз й х е (оехе4), 
ам” Хх 
Няцяжка бачыць, што 
азы а М У зух к. Я с 
азарыў аа ава” 0-1 к, 





ді) з бам 9 Сх) з Вб зах е“ “О хе]. 
Паколькі 
ы 2Их 
мар [іа - ўў з аар й 
хеГсь ана (азн 


то неабходная і дастатковая ўмова раўнамернай збежнасці 


45 


паслядоўнасці (ў) на: [04] (а іменна, ём (Бар ўно Ка)о) 
не задавальняецца. 
Значыць, ўміх) а 2(х) на (Го, 11]. 
Анапагічна даказваецца, што і 

ф.(х) 8 іх) на Ёс, 4]. 
Такім чынам, мы маем паслядоўнасці (За4эа) і: (9) непарыўных 
функцый, якія збягаюцца нераўнамерна на (0,4] 5, але іх 
лімітавыя функцыі 11) “91х):0 непарыўныя на гэтым адрэзку. 
Адсюль вынікае, што патрабаванне раўнамернай збежнасці 
паслядоўнасці (тэарэма 1, п. 2.5) не з'яўляецца неабходнай 
умовай для непарыўнасці лімітавай функцыі. 

Узнікае меркаванне, што існуе нейкая “аслабленая 
раўнамерная Ззбежнасць" функцыйнай паслядоўнасці, якая 
з'яўляецца адначасова неабходнай і дастатковай умовай 
непарыўнасці лімітавай функцыі. Сапраўды, такі асобы тып 
збежнасці паслядоўнасцей, які пазней атрымаў назву 
квазіраўнамернай збежнасці, разгледзіў у 1883 г. Арцэла. 


Знойдзем «е бабкі н . 
2. 
Ёкм, ў ў. (х) ах- б ўн іх ы бім ы а(іьих ) а 








у ее о САСЯ пэсо Т"! а ачы ы 
«а баба, г Гама Я бана) з 
мка. "У! «зго М 
Задагга 
ёй ў «а е ба зё е г Ма бё“ Я йе, цый Чы 
ЭСЭ с ц-эрое Я, (аўса 
Паколькі 


4. ана 
у ўба аў адк, 
0 (й 

то атрымліваем, што 


(- Ёа ў 9. (ух (б дм) х а О 
у той жа час ўў 


гі З : 
с. Хай Мае ўба ём 1, (Хх) 4х-О. 
ба У ўн) бх У (бы 3.9) 
Такім чынам, умова раўнамернай збежнасці ў тэарэме аб 


інтэграванні функцыйнай паслядоўнасці (тэарэма 2, п. 2.5 ) 


з'яўпяецца істотнай, але не з'яўляцецца неабходнай умовай. 
Заўважым, што патрабаванне раўнамернай збежнасці 
паспядоўнасці ў тэарэме 2 можа быць заменена больш агульным 
. патрабаваннем абмежаванасці гэтай паслядоўнасці, але з 
дадатковым патрабаваннем інтэгравальнасці лімітавай функцыі. 
Мае месца наступнае сцвярджэнне, якое належыць Арцэла: 
капі паслядоўнасць інтэгравальных на адрэзку (а, ў] функцый СУ 
ёсць абмежаваная ў сукупнасці, г. зн. (а Со І « Сс (хевёі, 
пх 442;..) і Ухе[аё] існуе Хб (а) - ў) , прычым ў(х) 
таксама інтэгравальная на іс,е1 , ТО 
ёіма (а Чх з ў ў се 
п-эсо са, ме 
Разгледзім зараз паспядоўнасць (чац) , дзе 
Ф. (х) з 1. бла (4--и2х2) К льснайнсіц 
Відавочна, што 
Віма фы с) а ба к бабе) ЗО  УхеГел] 
у-»се ух 


Паслядоўнасць вытворных абза 


вышэй паслядоўнасцю (9.9) , значыць, яна збягаецца да нуля 


супадае з разгледжанай 


на адрэзку (о, ВІ нераўнамерна, але Ухе(о, г) балан Ва (а) задні 


и-2 со 
Такім чынам, 


бол Ф (а) з [бам Фу с) Г: о, 
мсвеа м-эсе 

Гэты прыкпад сведчыць аб тым, што і Ў тэарэме аб 
дыферэнцаванні функцыйных паслядоўнасцей (тэарэма 3, п. 2.5) 
патрабаванне аб раўнамернай збежнасці паспядоўнасці вытворных 
не з'яўляецца неабходным. 

2.7. Агульныя рэкамендацыі па практычным. даследаванні 
функцыйных паслядоўнасцей на раўнамерную збежнасць 

Звычайна пры даследаванні функцыйнай паспядоўнасці (с) 
на раўнамерную збежнасць на мностве Ж дзейнічаюць наступным 
чынам: 
1. Знаходзяць пімітавую функцыю бэ) а ў) . Калі функцыі 


ў (мка) непарыўныя на  Х , а ў(х) мае разрыў, то 


адразу заключаем, што ўраз) З ў) на Х, Калі ж ЎўЎХ) таксама 
непарыўная функцыя на Х , то можна скарыстаць азначэнні 
раўнамернай або нераўнамернай збежнасці. 

2. У тым выпадку, калі прымяненне азначэнняў не дазваляе 
вызначыць характар збежнасці, скарыстоўваюць прымету 
Вейерштраса, або крытэрый раўнамернай збежнасці. Для пабудовы 
пікавай паслядоўнасці (ай) , якая задавальняе ўмову Ма Іхуза., 
ўз еХ, а таксама для вызначэння Эр [ўніх)- ўсю], прымяняюць 
дыферэнцыяльнае злічэнне ( тэорыю экстрэмумаў ). 

3. Іншы раз дпя доказу нераўнамернай збежнасці прасцей 
скарыстаць азначэнне, паколькі пры наяўнасці вопыту можна 
знайсці пункт аз , які фігуруе ў азначэнні нераўнамернай 
збежнасці. Зразумела, што гэтая задача звычайна будзе больш 
лёгкай, чым знаходжанне Ўчр ] ўні) - ў(х)] 

4. Усё вышэйсказанае мае перадумовай веданне лімітавай функцыі Ра), 
Калі ў(х) ёсць невядомая функцыя, тады спрабуюць выкарыстаць 
крытэрый Кашы раўнамернай збежнасці, бо ён не прадугледжвае 
абавязковага ведання ((Х). 

Практыкаванні. 

1. Няхай паслядоўнасці (ўра сх)) і (ч. (Х)) раўнамерна збягаюцца 
на мностве Х : Дакажыце, што сума гэтых паслядоўнасцей 
таксама раўнамерна збягаецца на А 

2. Дакажыце, што капі функцыі ў оо і 9«9) (и-4.2.) абмежаваныя 
на Х і паспядоўнасці (ўн) і (ЧкС0) раўнамерна збягаюцца на 
гэтым мностве, то здабытак (3099, 09) таксама раўнамерна 
збягаецца на ўча 


3. пабудуйце паслядоўнасці (ўка) і (9. (а) , якія раўнамерна 


збягаюцца на Х , але здабытак (ў. 9-4.) збягаецца на Х 
нераўнамерна. 
4. Дакажыце рознымі спосабамі раўнамерную збежнасць 


паспядоўнасцей с (ж) на мностве Х 


аб -- 





ж Е а з - ач Л ў 
а) ўнх)з паза? Харом1; 6) фах" Х.[о, 4, 
5. дакажыце рознымі спосабамі нераўнамерную збежнасць 


паслядоўнасцей (ря (х)) на мностве ў н 


аў іх) пац-х), Хо Мечаў “ак са Хр, 0]. 


б. Даспедуйце паслядоўнасці (Чы (х)) на раўнамерную збежнасць на 


дадзеных прамежках: 





З зны 
а) ус Ў Бааих (-есхеее), г) аа е “У (Осхееее), 
ў а Я... Ж. (аде ха а Га 
б) ўм (ху: Жа а ( “аў раная (ссх«а), 
г (к-м)2 :; 
аб ьс (мосх 246), 


7. Дакажыце, што паспядоўнасць разрыўных функцый ўн) Гуыйх 
раўнамерна збягаецца да непарыўнай функцыі ў (х) скае (- 99, се), 
8. Праверце, ці выконваецца роўнасць 


Ёл ў ры) ж з (ан фа) ах 


й-» со 
дпя наступных паспядоўнасцей" 
г а сазуй 
а) ў к (4-2, б) ўн) (4-4), 
ў гЁ Ман ў 
9. Пакажыце, што паспядоўнасць ў (х) га айч раўнамерна 


збягаецца на (- а с9) а Ці выконваецца ў дадзеным выпадку 


роўнасць [бам ца с М Ёлл ай Сх). 
но 


Аса м 
10. Няхай (8.9) раўнамерна збягаецца на Х , а функцыя ЧДЦХ) 
вызначана на мностве Х : Дакажыце, што: 
а) паспядоўнасць Чыміх) З Ч (Хх). га сх) можа збягацца на Х 
нераўнамерна, 
б) капі “«о(х) абмежаваная функцыя на мностве р-я то 


9« С раўнамерна збягаецца на Х. 


ьс 


3. РАЎНАМЕРНАЯ ЗБЕЖНАСЦЬ ФУНКЦЫЙНЫХ ШЭРАГАЎ 


3-1. Азначэнне раўнамернай збежнасці шэрагаў 
ананас ЛЗВНАМЕННЗЗЫ НЗ ар ч 


бар Мах), 
ка 


ч 
які збягаецца на мностве Х 


Разгледзім шэраг 


я 

Няхай аў акдае ыа Це) - М.я частковая сума шэрагу, 

(ху бла Ў (х)- ан зах): 81х)- 3/(х) 2 Бых нае 

Саў зма 

астача шэрагу. 

Азначэнне. Шэраг бы Ч.а(х) называецца раўнамерна збежным на 
мностве ХА капі паспядоўнасць яго частковых сум 
(4, (2) раўнамерна збягаецца на гэтым мностве, г. зн., 
калі А ае 5(Х) на Х, 
або, у эквівапентнай форме, 

ыў аква нала 

Капі скарыстаць азначэнне раўнамернай збежнаці 
паспядоўнасці (Эй сх) : То атрымаем наступную фармулёўку 
раўнамернай збежнасці шэрагу: 

Шэраг Ў. мікі) раўнамерна збягаецца на мностве Х , Калі 
МЕх0 Змееў) ўупьм хе [з (х)-Аўху(з [с е. 

3.2. Прыметы раўнамернай збежнасці шэрагаў . 

Раўнамерная збежнасць шэрагаў вызначаецца праз раўнамерную 
збежнасць паслядоўнасцей частковых сумаў. Гэтая акалічнасць 
дазваляе нам перанесці вядомыя прыметы раўнамернай збежнасці 
функцыйных паслядоўнасцей (п.2.4)на шэрагі. 

Крытэрый Кашы раўнамернай збежнасці шэрагаў. Для таго, каб 
шэраг Мес) раўнамерна збягаўся на мностве Х, 


неабходна і дастаткова, каб 





мёр : 
Уе20 ЗМ) Ум) УраМ ухеХ [ў масе, 
Крытэрый Кашы прымяняюць пераважна ў тэарэтычных 


даследаваннях. Дпя практычных мэт звычайна скарыстоўваюць 


дастатковыя прыметы раўнамернай збежнасці. Прасцейшай з такіх 


прымет, якая часцей усяго прымяняецца пры даспедаванні 
раўнамернай збежнасці канкрэтных функцыйных шэрагаў, з'яўляецца 
прымета Вейерштраса. 
Прымета Вейерштраса. Капі складнікі функцыйнага пэрагу Ў цах) 
задавальняюць на мностве Х умовы 
часа] е дс Скла...) 
і лікавы шэраг бх С. збягаецца, то шэраг 9 ц.Ссх) 
збягаецца раўнамерна на Х. і 


прыклад 1. Даследаваць на раўнамерную збежнасць функцыйны шэраг 
(а 2] 


к. я 
77 асла (-сас К « е). 
зза К 


гЗ 


уб 

дПаколькі “Хх 
зд" Х 4 ; 
Ме. а 4; ( ка ўогаве) 


к? 
і шэраг 7 “ра збягаецца, то функцыйны шэраг раўнамерна 


збягаецца на (-ее, а- 69) А 

Заўвага. Капі паводле прыметы Вейерштраса мы атрымаем, што 
шэраг Ў Ццх) раўнамерна збягаецца на Х , то гэты шэраг, 

відавочна, павінен абсалютна збягацца, больш таго, шэраг Ў іма 
будзе таксама раўнамерна збягацца на Х . У гэтых сцвярджэннях 
лёгка ўпэўніцца, калі скарыстаць адпаведна прымету параўнання 
збежнасці дадатных шэрагаў і крытэрый Кашы раўнамернай 
збежнасці функцыйных шэрагаў. Такім чынам, прымета Бейерштраса 
можа даць станоўчы адказ аб раўнамернай збежнасці шэрагу толькі 
ў адносінах да абсалютна збежных шэрагаў. Між тым пэраг можа 
збягацца раўнамерна, апе неабсалютна. Сапраўды, разгледзім 
наступны прыклад. 


Прыклад 2. Даследаваць на абсалютную 1 раўнамерную збежнасць 
со 


Хх са 
шэраг Й аа, сашты а 
жак 
хі 
(Паколькі пры любым фіксаваным х ерё, 1] выконваецца няроўнасць 
ца ыа 4 
ААА ія іы “», ананасаў уа, Мака 
ха Ук е “ак ( З 








е 4 г 
і шэраг В аў разбягаецца, то паводпе прыметы параўнання 


ўРМСНг Т таксама разбягаецца. Збежнасць жа шэраг ўба еа з 
шэраг ХА Ўк Р гаецца. а рагу сан 
на р ляй) вынікае з прыметы Пейбніца. Такім чынам, дадзены 
шэраг збягаецца неабсалютна на (ЯЕ Я Е 

Дакажам раўнамерную збежнасць на Го, 4] дадзенага шэрагу. 


Відавочна, што скарыстаць прымету Вейерштраса ў нашым выпадку 











нельга, паколькі любы лікавы шэраг Ў Ок, складнікі якога 
(ух Ь 
задавальняюць умовы ] се «ак (каа...) , будзе разбягацца. Аднак 
Я бы 
з прыметы Лейбніца дпя ў -й астачы шэрагу маем ацэнку: 
4 Ж мы 
заа абса ы, Ёся Мск (2,4) 
[гаса] хата ума а 


адкуль і вынікае раўнамерная збежнасць шэрагу, паколькі, 
відавочна, што Заіху е нашё (0; 14. А 
Адзначым яшчэ адну больш тонкую акалічнасць, калі прымету 

Вейерштраса нельга скарыстаць. Яна заключаецца ў тым, што шэраг 

» ча) можа адначасова збягацца абсалютна і раўнамерна на 
некаторым мностве, а шэраг Бе абзабэчні на гэтым мностве можа 
збягацца нераўнамерна. А як адзначалася вышэй, з нрыметы 
Вейерштраса вынікае не толькі раўнамерная збежнасць шэрагу Ў. Чем) 
а адначасова і раўнамерная збежнасць шэрагу Ў Пух. 


Прыкладам, які ілюструе сказанае, служыць шэраг 
(-4) "2 
(Пса аа М 
са 
Капі ўважлівей прыгледзіцца да прыметы Вейерштраса, то 


(- со е х «4 е9). 


можна заўважыць, што гэтая прымета ёсць па сутнасці ні што 
іншае, як прымета параўнання. Толькі ўмова прыметы ч Гакоўеак, 
кая 25,2] выконваецца для ўсіх а) Адзначаная акалічнасць 
не з'яўляецца выпадковай. Можна насгуп даказаць, што ўсякая 
прымета збежнасці становіцца прыметай раўнамернай збежнасці 
шэрагу, калі яе ўмовы задавальняюцца незалежна ад Хх 

Напрыклад, паводле прыметы Дапамбера пэраг 7 ц.(Х) збягаецца 


на мностве 79 калі УКХ выконваюцца няроўнасці: 





айда 
тк ед «4 (хеХ). 
Велічыня 4. ,: наогул кажучы, залежыць ад Хх , Г. зн. 4291). 
Дапусцім, што існуе лік Ў; , які задавальняе няроўнасць пры 
ўсіх хеХ . тады шэраг Ў. Мех) будзе раўнамерна 
збягацца на ўс капі толькі и.(Х) -- абмежаваная на Х 


функцыя. Паўторнае прымяненне няроўнасці паказвае, што калі 
іча іеМ , то 
ЯЕ аа ба нў ух еХ 
Сапраўды, з няроўнасці 


[аба 2 вынікае, што [м.,(х] 29, Га] гМЧ/, 


а з няроўнасці Э, - 8; вынікае, што 
[чыва] еды] с ам, з Ма Зале. 
А тады раўнамерная збежнасць шэрагу 5 мух) вынікае з прыметы 
Вейерштраса, паколькі мажарантны шэраг ІМ ёх сам (ос ф 4), 
як вядома, збягаецца. 
Аналагічным чынам, зыходзячы з прымет Кашы, рРаабэ і 
г.д. можна атрымаць іншыя прыметы раўнамернай збежнасці 
функцыйных шэрагаў. 
Укажам, напрыклад, дзве прыметы раўнамернай збежнасці 
шэрагаў, якія грунтуюцца на прыметах Дырыхле і Абеля. 
З дапамогай гэтых прымет даследуюцца на раўнамерную збежнасць 
як абсалютна збежныя шэрагі, так і ўмоўна збежныя. 
Прымета Дырыхле-Хардзі. Калі частковыя сумы шэрагу Ў 8. (х) 
абмежаваныя на мностве Х , а функцыі Оьы(Ю пры кожным 
хеХ утвараюць манатонную паслядоўнасць, якая раўнамерна 
збягаецца да нуля на мностве Х , То шэраг 5. с-б(х) 
раўнамерна збягаецца на гэтым мностве. 
Прымета Абеля-Хардзі. Калі паслядоўнасць функцый ай (х) (мала...) 
абмежаваная на мностве Хх і манатонная ў кожным пункце 


хеХ , а шэраг фыкб ід) раўнамерна збягаецца на ЬЯ 


то і шэраг а аб) ёх) таксама раўнамерна збягаецца 
на гэтым мностве. 

Заўважым, што і ў прымеце Дырыхле і ў прымеце Абеля 
даспедуецца раўнамерная збежнасць шэрагу а агю.б. (Хх). Капі 
параўнаць гэтыя прыметы, то прыходзім да высновы, што ў прымеце 
Абепя больш жорсткія патрабаванні, чым у прымеце Дырыхле, 
накладваюцца на шэраг ўс 6..1х), затое, у сваю чаргу, менш 
патрабуецца ад паслядоўнасці Сбд ы). 

Практыкаванні. 
1. Дакажыце наступнае сцвярджэнне: калі дпя ўсіх ЖС Х 
выконваюцца няроўнасці [Чао] 5 Ме іх) (хз1.2....) і шэраг Ў. МХ) 
раўнамерна збягаецца на мностве Х , То і шэраг Ў. Ч.(Х) таксама 
раўнамерна збягаецца на гэтым мностве. 
2. Няхай, пачынаючы з некаторага нумара (а! , выконваецца 
няроўнасць Ў (Мы(х) гд «і УХхеХ, 
дзе ч. не запежыць ад Х . Дакажыце, што шэраг ЭЯ му Сх) 
збягаецца раўнамерна на Х. 
3. Дакажыце, што калі шэраг ў мцх) раўнамерна збягаецца на 
мностве Х й а функцыя 469; абмежаваная на гэтым мностве, то 
пэраг Эт ў сх).Мык (Хх) таксама раўнамерна збягаецца на Х. 
4. Дакажыце, што шэраг н 

Я а Да З 

сай ыа” 
збягаецца абсалютна і гі. аша на мностве Х -(- се, кее), 
М ў 79 
Ж: г бя аа? 
збягаецца нарастзай на мностве Хх. 


а шэраг 7 І ч ры е 





5. Дакажыце наступнае сцвярджэнне: калі шэраг 5. іа сх)] 
раўнамерна збягаецца на шат 61, то шэраг ўі МсСх) таксама 
раўнамерна збягаецца на гэтым адрэзку. 

б. Дакажыце, карыстаючыся азначэннем, што функцыйны шэраг Ў хі 


збягаецца нераўнамерна на дадзеным прамежку, калі: 


й а ; 
а) н пуза , а базы аў В шч 
4 


б) Ці. аша-Знаам-нннкелнана: 
уа (екУСхекеа) 


аа бод ове 


7. карыстаючыся прыметай БВейерштраса, дакажыце раўнамерную 


збежнасць на дадзеных прамежках наступных функцыйных шэрагаў: 


оо а 
а) У Б, рэа, ход, 

азы ех “Ж 
б) ср Ба бсеб) ХХ. , (- св « Х 469), 

ка (Каа) Ук 

с м В. абы а ё Гы 
в) а 2“. ла к, ы хеіа, ее), ао, 
г) са 1 


азарае 7777 77 “анін ? 
ка «р'(Х) 
дзе “Р(Х) - адвольная функцыя. 


Я 
н 
ч 


8. Дакажыце, што шэраг ., 


2 
2 (а хах 
«4 і 
збягаецца раўнамерна на любым канечным адрэзку. 
9. Даследуйце на раўнамерную збежнасць на дадзеных прамежках 


наступныя пэрагі: 


а М «е 
а) зры Хайсы со Х «оо, 
і ха“ 
(Ге) 
З. “М х»О. 
ся Х-і 
с : а. Э 
10. Няхай тэраг 7 (7. Жа бы збягаецца на адрэзку шк, 8] 
ко 


Дакажыце, што гэты шэраг збягаецца раўнамерна на любым адрэзку 
фы зг] , дзе Оечг В. 
11. Дакажыце, што шэрагі 
-- 1 . ч ша - “» 

Яе абэкх і ай ца Мак Ж С ) 
раўнамерна збягаюцца на [с, 95-86 Ёў дзе 0«ё4: ў. 

зы ў сак Сы кх 
Атрымайце адпаведны рэзультат дпя шэрагаў Ў 1) тах 


4)“ баць я шляхам замены Ж на Жы. 





і 
12. Няхай пікавы шэраг га аў збягаецца. Дакажыце, што 
шэрагі: а ёва “ 
ад 2 адга ра я 


раўнамерна збягаюцца на прамежку (е, ке?) 


1 : О, калі ХёЁ Мк, 
13. Дакажыце, што шэраг геа) , дзе Ме ёю: ў 
а калі ха “к, 


збягаецца раўнамерна на адрэзку Гб ў . Ці будзе збягацца 
лікавы шэраг. Ў. Мк , дзе Муз Зар Мех) 2 
хебе, 1] 


3.3. Упасцівасці раўнамерна збежных шэрагаў 

Вышэй мы ўжо падкрэслівалі цесную сувязь паміж збежнасцю 
шэрагаў і збежнасцю паслядоўнасцей Як вядома, збежнасць шэрагу 
вызначаецца праз збежнасць паслядоўнасці яго частковых сумаў, а 
збежнасць адвольнай паслядоўнасці можна вызначыць праз 
збежнасць адпаведнага шэрагу. Гэтая акалічнасць дазваляе 
перанесці ўласцівасці раўнамерна збежных паспядоўнасцей на 
раўнамерна збежныя шэрагі. Сфармулюем адпаведныя тэарэмы аб 
непарыўнасці сумы, паскпадовым інтэграванні і дыферэнцаванні 
функцыйных шэрагаў. Практычны абсяг скарыстання гэтых тэарэм 
значна шырэйшы, чым адпаведных тэарэм для паслядоўнасцей. 
Тэарэма 1. Калі складнікі шэрагу Ў Ц.,(Х) непарыўныя на [а,ё] 


і шэраг раўнамерна збягаецца на гэтым адрэзку, “то 


яго сума таксама будзе непарыўнай на Га, ё] , інакш 
кажучы, 

ба Ў ЧЦух)а Ў ём Міх), хе[а.е]. 

х-ь Ха Ж- ХС 


Заўвага. Як і ў выпадку функцыйных паслядоўнасцей п. 2.5, 
патрабаванне раўнамернай збежнасці не з'яўляецца неабходнай 
умовай непарыўнасці сумы шэрагу, аднак гэтае патрабаванне 
з'яўляецца істотным. Адпаведныя прыклады лёгка пабудаваць, 
грунтуючыся на прыкладах п. 2.6 . Цікава адзначыць, што тэарэма 

была памылкова сфармулявана Ў падручніку Кашы без 
патрабавання раўнамернай збежнасці шэрагу. Само паняцце 
раўнамернай збежнасці шэрагу і “тую ролю, якую яно адыгрывае ў 
функцыйных уласцівасцях сумы шэрагаў, Кашы зразумеў пазней. 


Вярнуўшыся да гэтага сцвярджэння (ужо пасля пабудаванага Абелем 
контрпрыклада -- шэрагу з непарыўнымі складнікамі, сума якога 
разрыўная ), Кашы выпраўляе сваю “знакамітую памылку“, 
дабаўляючы Ў фармулёўку тэарэмы патрабаванне, каб "сума 

а чане... ЧМ.) была заўсёды бясконца малой пры бясконца 
вялікім МІ і МЭЙ. “. Гэтая дадатковая ўмова фактычна 
з'яўляецца эквівапентнай патрабаванню раўнамернай збежнасці 


шэрагу (гл. крытэрый Кашы раўнамернай збежнасці шэрагаў). 





Практыкаванні. 
уЗ 
1. Дакажыце, што сума шэрагу ыя а ыце з непарыўнымі 
на 
складнікамі мае разрыў у пункце бы е , Г. зн. патрабаванне 


раўнамернай збежнасці шэрагу ў тэарэме 1 з'яўляецца істотным. 
2. Дакажыце, што «ума шэрагу 
каха а “(кля 
2 ах [ае “” - Ск-у)е ] 

будзе непарыўнаю на адрэзку Ін 41] , хоць гэты шэраг збягаецца 
нераўнамерна на адрэзку (о, 1 1 ранае Н патрабаванне 
раўнамернай збежнасці ў тэарэме 1 не з'яўляецца неабходным. 

Існуюць выпадкі, калі раўнамерная збежнасць шэрагу 
з'яўляецца не толькі дастатковай умовай непарыўнасці сумы 
шэрагу, а аказваецца і неабходнай умовай. Такая сітуацыя мае 
месца, напрыклад, У выпадку, калі ўсе скпаднікі шэрагу 
дадатныя. 
Тэарэма 2 (Дзіні). Няхай складнікі збежнага на (а,ё] шэрагу Ў Чых) 


непарыўныя 1 нязменназнакавыя на адрэзку Іа, 6]. Капі 


сума гэтага шэрагу таксама непарыўная на Га,6] рныз ўе) 
шэраг збягаецца на (а, 6] раўнамерна. 
Заўвага. Неабходна адзначыць, што ў тэарэме Дзіні мы 


патрабавалі непарыўнасць складнікаў і сумы шэрагу на замкнутым 
мностве, а іменна, на адрэзку ай 6] . Гэтае патрабаванне 
з'яўляецца істотным. Сапраўды, разгледзім на інтэрвале (о, 4) 
шэраг га х (а-а ха (іх) х(4-х) н... 


Відавочна, што складнікі шэрагу дадатныя і непарыўныя на 





інтэрвале («од Дпя сумы шэрагу, які ўяўляе сабой 
геаметрычную прагрэсію з назоўнікам (- х ; Маем роўнасць 
х 
ЗСх) з 5 
4- (44-х) 
Такім чынам, сума шэрагу 91х)- 4 таксама непарыўная функцыя. 


Аднак шэраг збягаецца нераўнамерна на інтэрвале (о, 9 Я 


Сапраўды, знойдзем ру -ю астачу шэрагу: 
: п к (Ааа а 
дух) х(4-х)" уа задай... нона АЎ Зана ўза 
Лёгка бачыць, што зы) о на (е, 1; паколькі для Хара) 
бала. найб нее іць Каванайн гада 

са аме рассе 4 «) е. 
значыць, нельга за кошт выбару п дасягнуць няроўнасці 
Іг Ё , дзе Бе Ме , дпя ўсіх хе (о, 1) адначасова. 


Тэарэма 3. Калі складнікі шэрагу ж. 0 С СХУ) інтэгравальныя на 
[4,6] і шэраг раўнамерна збягаецца на гэтым адрэзку, то 
яго сума 9(х) таксама будзе інтэгравальнай і шэраг 


можна інтэграваць паскпадова, г. Зн. 
5 по ва з аа 
ў зуе у [ Ў. чабю]ёх- на ў чоў ах. 
а 9. кз4 к-4 “З 


Заўвага. Пры парушэнні раўнамернай збежнасці запісаная роўнасць 
можа не мець месца. Больш таго, сума 9(Х) шэрагу, які 
складаецца з інтэгравальных скпаднікаў, можа быць 
неінтэгравальнай. Разам з тым, раўнамерная збежнасць не 
з'яўляецца неабходнай умовай паскладовага інтэгравання 
функцыйнага шэрагу. 

Тэарэма 4. Няхай шэраг рай Чу. Хх) збягаецца на Га,ё ) і мае 
суму Э(Х) . Калі складнікі шэрагу Му(Х) (кзі.2,...) 
дыферэнцавальныя на гэтым адрэзку і шэраг 5 Мк 
раўнамерна збягаецца на Га, 2 , ТО А(Х) таксама 
мае вытворную на адрэзку Га, ё 1] , прычым 

а В ря Ч. ў а эце) “сее рай 


г.зн. функцыйны шэраг можна паскладова дыферэнцаваць. 


Заўвага. Не ўсякі раўнамерна збежны шэраг з дыферэнцавальнымі 
складнікамі дапускае паскладовае дыферэнцаванне. Напрыклад, 
шэраг Ў. з Сеўк'Х раўнамерна збягаецца на прамежку ўе,4], 

што вынікае з няроўнасці ] “з Сеьк“х [е сь і прыметы Вейерштраса. 
Аднак шэраг, складзены з вытворных аў 2 ах , збягаецца 
толькі ў пункце Хз 0. 

Менавіта таму ў тэарэме З у адрозненне ад папярэдніх 
тэарэм патрабуецца, каб не зыходны шэраг 2; Чуб); айшэрагт 
складзены з вытворных рай иу (х) , раўнамерна збягаўся. 

Справа ў тым, што вытворная характарызуе хуткасць змены 
функцыі, а не велічыню значэнняў функцыі. Нават калі модуль 
функцыі прымае вельмі малыя значэнні, вытворная можа змяняцца 
даволі значна, як гэта мела месца ў разгледжаным вышэй выпадку 
малых ваганняў вялікай частаты, таму раўнамерная збежнасць 
шэрагу, якая грунтуецца на даволі хуткім імкненні да нуля яго 
складнікаў, не заўсёды мае вынікам нават збежнасць шэрагу 
вытворных. А вось адваротнае сцвярджэнне мае месца: калі шэраг 

йе ай (Х) раўнамерна збягаецца на [а,ўё 1] , то і шэраг ў Чы(х) 
будзе збягацца, прычым таксама раўнамерна, на гэтым адрэзку пры 
дадатковай умове, што ён збягаецца хоць у адным пункце хе е[агё). 
Сэнс дадатковай умовы (аб збежнасці шэрагу 2 Міх) у адным 
пункце) даволі зразумелы. Бо калі нам вядомыя Мі (х) (к-4.2;,...), 
то Мк(х) вызначаюцца неадназначна, з дакладнасцю да адвольнай 
канстанты. Наяўнасць гэтай канстанты і можа вызваць разбежнасць 
шэрагу ёд ис СХ) . Напрыклад, шэраг 5 ц) Ў. каб раўнамерна 
збягаецца на (О, 1; ] . Аднак шэраг Ў Цу/(х) , дзе Ча С 
таксама раўнамерна збягаецца пры са) і разбягаецца пры 
любым С ФО. 

Той факт, што вытворная можа значна мяняцца нават пры малых 
ваганнях функцыі, быў скарыстаны Вейерштрасам пры пабудове 


непарыўнай функцыі, якая не мае вытворнай ні ў адным пункце 
-?29- 


(знакаміты прыклад Вейерштраса). Гэтую функцыю Вейерштрас 
прапанаваў у арна шэрагу 
ўсеўх 7 а“ба(ё'я Хх), дзе о«асі, 

Відавочна, што ма тобым 8 гэты шэраг раўнамерна збягаецца 
на прамежку (-се,е8), бо збягаецца мажарзнтны лікавы шэраг 2. а“ 
Адсюль вынікае непарыўнасць функцыі ўсх) паводле тэарэмы 1. 
Шляхам даволі тонкіх і руплівых развагаў Вейерштрас даказаў, 
што калі параметр Ф задавальняе ўмову О.Ё» Із 324/2, 


то функцыя ў (х) не будзе мець вытворнай ні ў адным пункце. 


3.4. Агульныя рэкамендацыі па практычным даследаванні 
шэрагаў на раўнамерную збехнасць 

Звычайна пры даспедаванні функцыйных шэрагаў на раўнамерную 
збежнасць дзейнічаюць наступным чынам: 

аы8 прымяняюць найбольш простую і зручную прымету 
раўнамернай збежнасці шэрагаў -- прымету Вейерштраса. Для 
пабудовы мажарантнага лікавага шэрагу прыцягваюць сродкі 
дыферэнцыяльнага зпічэння (тэсрыю экстрэмумаў). 

2. Калі шэраг збягаецца неабсалютна (гэта азначае, што 
прымету Вейерштраса прымяніць нельга), то можна скарыстаць 
прыметы Дырыхле-Хардзі або Абепя-Хардзі. 

3. Няхай вядома сума шэрагу. Калі гэтая сума з'яўляецца 
разрыўнай функцыяй, а складнікі шэрагу непарыўныя, то шэраг 
збягаецца нераўнамерна. 

Калі ж сума шэрагу непарыўная на [а,ё] і яго складнікі 
таксама непарыўныя і нязменназнакавыя на адрэзку Га, 61 , ЗО 
паводпе тэарэмы .Дзіні шэраг збягаецца раўнамерна на гэтым 
адрэзку. 

4. У выпадку знакачаргавальнага шэрагу ж. (Саў Чы (х) : 
складнікі якога задавальняюць умовы тэарэмы Пейбніца (Маў), 


карысна скарыстаць ацэнку г 3-й астачы вэрагу (габоі Чых). 


У гэтым выпадку веданне сумы шэрагу не абявязкова. 

5. Капі дпя частковых сум шэрагу атрымліваецца кампактны 
зручны выраз, то карыстаюцца азначэннем раўнамернай збежнасці 
шэрагаў і метадамі, якія тычацца даспедавання на раўнамерную 


збежнасць функцыйных паслядоўнасцей, 


практыкаванні. 
1. Карыстаючыся тэарэмай аб непарыўнасці сумы шэрагу, дакажыце, 


што шэраг рыя Я 

аза ае аў 

к-4 я 
збягаецца нераўнамерна на шча”, «2.), 


2. Карыстаючыся тэарзмай Дзіні, дакажыце раўнамерную збежнасць 


сэ 
шэрагу Ф ж“ на адрэзку (9,9] , дзе сефаі 
ка 
3. Няхай ныя 
ся (ка4 4 


дакажыце, што: 
а) функцыя ((Х) непарыўная на прамежку -еееХесс9, 
б) шэраг можна паскладова інтэграваць на гэтым прамежку, 


в) шэраг можна паскладова дыферэнцаваць на гэтым прамежку. 











4. Няхай Ь. А 
ч б... 4 
«ады ай); 
І ай аны г. та (к-а)? 


Даканыце, што: 
1) уо) ёсць непарыўная функцыя пры любых Х, 


2) ў іх) ёсць перыядычная функцыя з перыядам (а9 


3.5. Заўвага аб абсапютна збежных і раўнамерна збежных 
гада ДАН “аде аланы заната а анна: ць ае заннем 


шэрагах 





Паміж абсалютнай збежнасцю і раўнамернай збежнасцю шэрагаў 
не існуе прамой сувязі. Шэраг можа раўнамерна збягацца на 
мностве Х Я апе не збягацца абсапютна на гэтым мностве 
(напрыклад, Ёа , Х 2 [9, жо9) ). З другога боку, шэраг 


можа збягацца абсапютна на мностве Х і не збягацца раўнамерна 


2 ай 
на гэтым мностве (напрыклад, а аў, аа, 

Аднак характар збежнасці (абсалютная збежнасць або 
раўнамерная збежнасць) істотна адбіваецца на ўласцівасцях 
шэрагу і яго сумы. Многія ўпасцівасці сум з канечным пікам 
складнікаў пераносяцца на збежныя шэрагі, калі дадаткова 
патрабаваць абсапютнай або раўнамернай збежнасці. 

У гэтым сэнсе, калі падсумаваць упасцівасці лікавых шэрагаў 
і сцвярджэнні п. 3.3 , прыходзім да наступных высноваў: 

1) абсапютна збежныя шэрагі падобныя да канечных сум У 
тых адносінах, што іх можна перамнажаць як каійечііыя сумы; у іх 
можна адвольным чынам перастаўляць складнікі без парушэння 
збежнасці і змянення сумы; 

2) раўнамерна збежныя шэрагі падобныя да канечных сум У 
Тых адносінах, што іх сума будзе непарыўнай, калі складнікі 
з'яўляюцца непарыўнымі функцыямі; раўнамерна збежныя шэрагі 
можна паскладова інтэграваць і (пры вядомых дадатковых умовах) 
паскладова дыферэнцаваць. 

Калі ж шэраг збягаецца адначасова раўнамерна і абсалютна, 
то ён валодае ўсімі перапічанымі вышэй ўласцівасцямі, г. зн. з 
такімі шэрагамі можна абыходзіцца як з канечіымі сумамі. Гэтая 
акапічнасць і тлумачыць той факт, што задоўга да з'яўлення 
паняцця раўнамернай збежнасці шпяхам вольнага абыходжання з 
шэрагамі (без дастатковага абгрунтавання дзеянняў) тым не менш 


былі атрыманы многія важныя рэзультаты. 


Розныя практыкаванні 





1. Вызначце абсяг збежнасці шэрагу 


баёні: аў іь ы 
ке 





к 


со 
2. Шпяхам паскпадовага дыферэнцавання шэрагу ў 3“ (хачэе) 
аа а с к ко 
знайдзіце суму шэрагу 7. /зк ! 


4 
3. Знайдзіце суму шэрагу 5. (а-а) Я 
мі 2 


р -х 
4. Паказаць, што шэраг АЕ аса збягаецца пры х жо ай 
к“ 
разбягаецца пры Ж «О . Дакажыце, што сума дадзенага шэрагу 
будзе непарыўнай пры ХС і дыферэнцавальнай пры «Ж? С. 
5. Знайдзіце абсяг збежнасці шэрагу 
зэ? 
М, Ўаа к Ж 
к: 
б. Дакажыце, што шэраг 
» Саку 
' ке 
разбягаецца пры ўсіх хХ. Ь 
7. Дакажыце, што: 
а с 
а) ў арна: зареаауць Зва, (ае хаа), 
саж р) ЦЯ.) (4- х) 
со у”! 4 


6) бац рэі 


і 


аа Бака аа паб: Ў Са 


8. Вызначце абсяг збежнасці шэрагу 
Яцак - Бабак а аа аба з - абба Ма Хе. 
9. Няхай ў, (х) ст ўіхуна (8,6), прычым “Ун функцыі Ў» (Х) 
непарыўныя на гэтым інтэрвале. Дакажыце, што для кожнай 
паслядоўнасці (Ха), якая збягаецца да хе(а,С) мае месца роўнасць 
Ссуц ў. (ы) ае У. 


и ао 


10. Дакажыце, што наступныя функцыйныя паслядоўнасці збягаюцца 











на адрэзку (90, ў] , але нераўнамерна: 
б'я ; З ю 
амашў, (зуха (уа у”, б) ўбіў ах. 
11. Знайсці абсяг збежнасці наступных шэрагаў: 
з б ўка” 
а) ря ў ; в) 2. Ых сач], 
со ха 
б) заь. с аа г) - ўм 
Де- рас (сгага), 73 шч я 
мз ха У 


12. Дакажыце, што: 


со 
а) шэраг 7 дозе раўнамерна збягаецца пры Х2 (её (Е»со), 
кл 


се) 
6) шэраг Ў. гааўА . яі атрыманы  паскладовым 


Ма 
дыферэнцаваннем дадзенага шэрагу, таксама раўнамерна збягаецца 


пры ц хэ4её (Е»с). 


зо 

13. Дакажыце, што капі шэраг Дырыхле аў Зах збягаецца ў 
кт4 

пункце Х. , то ён раўнамерна збягаецца на мностве ана Хе 


14. пабудуйце шэраг ў а ( з неадмоўнымі і непарыўнымі на 
адрэзку Го, л складнікамі, які збягаецца раўнамерна на гэтым 
адрэзку, але ў той жа час пікавы шэраг 2 Ми , дзе Мапцх 8) 
разбягаецца. Вета 
15. Дакажыце, што: 

а) з раўнамернай збежнасці шэрагу Ў іч. на [4,ё] вынікае 
раўнамерная збежнасць Ў М.(х) на гэтым адрэзку; 

б) з абсалютнай і раўнамернай збежнасці шэрагу ж Мя) на 
(а, не вынікае, увогуле кажучы, раўнамернай збежнасці шэрагу 


ў Маміна Шсвые а 


4. СТУПЕНЕВЫЯ ШЭРАГІ 
4.1. Азначэнне ступеневага шэрагу 
Ступеневы шэраг мае выгляд 
ўз ак (2-2) ас а.(2-8) «а 8-2. е... ко з-з. е, (1) 
даб ай ах (к-14,2,..:) - дадзеныя лікі, 24 - зменная. Пікі 
а, звычайна называюць каэфіцыентамі шэрагу. 
Пазначыўшы а-я.2: Хх , атрымаем наступны выгляд ступеневага 
шэрагу: а га з п 
й а, ха аса ах е. а Ж. (2) 
Б азва» за гэтай форме мы і будзем вывучаць ступеневыя 
шэрагі, якія адыгрываюць у анапізе выключна важную ролю. 
Відавочна, што ўсе уласцівасці ступеневых шэрагаў (2) можна 
перанесці і на шэрагі (1). 
4.2. Абсяг збежнасці ступеневых шэрагаў; радыус збежнасці 
шэрагаў 
Адвольныя функцыйныя шэрагі Ў Ці) могуць збягацца на 


мноствах, якія маюць складаную структуру. Што р тычыцца 


-азц- 


ступеневых шэрагаў, то абсяг іх збежнасці мае надзвычай простую 
будову. 


Відавочна, што шэраг (2) заўсёды збягаецца ў пункце ж зо 
(адпаведна, шэраг (1) заўсёды збягаецца ў пункце абса, га). 
Існуюць ступеневыя шэрагі, якія збягаюцца толькі ў пункце х2зб. 
Нап БЕ Ме ы еб 

рыклад, шэраг раж разбягаецца пры любым Ж : 
Сапраўды, калі 3 Хх ЎО , то пры с0Ў ў маем Фпх(зі і 
г.зн. дадзены шэраг не задавальняе неабходную ўмову збежнасці. 

У той жа час існуюць шэрагі, якія збягаюцца пры любым “Ж 
(нап ў Я) ёгка ўпэўні і 

рыклад, к 7, у чым лёгка ўпэўніцца, калі скарыстаць 
прымету Кашы. 

Калі выключыць з разгляду абодва зазначаныя экстрэмальныя 
выпадкі, то можна сцвярджаць, што абсягам збежнасці ступеневага 


шэрагу з'яўляецца мноства надзвычай простай структуры. 


со 
Тэарэма 1. Калі абсяг збежнасці ступеневага шэрагу Ў а, Хх“ не 
Кб 


выраджаецца ў пункт ХО і не супадае з г я то 
існуе дадатны лік і? такі, што шэраг абсалютна 
збягаецца ў кожным пункце інтэрвала (-Ў, 8 ) і 


разбягаецца ў кожным пункце, які ляжыць па-за 
адрэзкам ў-8, 9]. 
Заўважым, што ў пунитах “Ж--Ё ў ак шэраг можа 


збягацца (абсалютна або ўмоўна), можа разбягацца. 


Інтэрвал (-68, 8) называюць р інтэрвалам збежнасці 
ступеневага шэрагу, а лік Ф - радыусам збежнасці шэрагу. 
Пры дапамозе замены х- 2-9. атрымліваем, што ступеневы 


шэраг 2. ах (асаў мае адпаведна інтэрвал збежнасці (2-?, з.“ ё), 
дзе Ў -- яго радыус збежнасці. 


Прыклад 1. Знайсці радыус збежнасці і абсяг збежнасці наступных 





шэрагаў: 
ай даха ха... а аа. 
с. 3 ч ХЗ г 
б) к іЬ уа у 75 “а 


ыа ЧЫ . хч 


в) абс ыайгны е зы ай, 
2 5 м 

г) Й. аза аа. жаце. 
гд 32 ы 


Д Лёгка бачыць, што радыус збежнасці ўсіх чатырох шэрагаў к]. 
Сапраўды, напрыклад, для апошняга шэрагу ў адпаведнасці з 


прыметай Даламбера маем: 


лач а 
ВУ і (паў “ ўх]-Ёамй п" 2 [хі] 
и» со каг мэсе (паз ау” 





Значыць, шэраг г) збягаецца абсалютна пры іэхіг4 і разбягаецца, 


калі іХх1254 . адсюль вынікае, што за. 
У пунктах ка Я патрабуецца дадатковае 
даследаванне. Пры х- ў і х--і атрымоўваем, адпаведна, 


Б; В аль Са хч“ : 
шэрагі 167 З і аб асы ) якія, відавочна, збягаюцца. 
к-а заў 


к кі 
Такім чынам, абсягам збежнасці шэрагу г) з'яўляецца адрэзак 


Ра те). 


Падобным чынам даказваецца, што абсягам збежнасці першых 


трох шэрагаў з'яўляюцца, адпаведна, інтэрвал (-4, «а), 
прамежак (- 1, «4 ] і прамежак [-4 а 1). А 
Заўвага. Калі шэраг (2) збягаецца толькі ў пункце х-0О ра 9) 
лічаць Кб-О , капі ж шэраг збягаецца пры ўсіх ХК , то 
лічаць Юб- ое. 


Такім чынам, усякі ступеневы шэраг мае радыус збежнасці 
е (ой ехоэ) 
Для таго, каб знайсці радыус збежнасці ступеневага шэрагу, 
скарыстоўваюць прымету Даламбера або прымету Кашы збежнасці 
пэрагаў. Мае месца наступнае сцвярджэнне. 


Тэарэма 2. Калі Ыі ліміт ( канечны або бясконцы) 


пам а]. 0 (або Ва Маса 


М -зь» беса М 





то радыус збежнасці шэрагу Я а. эс'я вызначаецца 
формулай" 


зба 


По , капі О« “суе, 
Ф - ОЮ , капі 9: о9, 
оз , капі 5 ёд. 
Заўважым, што больш агульны вынік атрымліваецца, калі 
карыстаюцца паняццем верхняга ліміту. Тады для радыуса 


збежнасці ступеневага шэрагу мае месца наступная формула 


Кашы-Адамара: 





Ва 4 


бум у іс 
п»с 





(пры гэтым маецца на ўвазе, што Б-о , калі Ёа Уі з “е? 
ён р-хео, капі Ў ЎІай120 ). калі існуе Ёа Ўібкі, то 


той жа вынік для радыуса збежнасці шэрагу атрымліваем паводле 


прыметы Кашы 4 
А аааыыаыанааывінінішннаягаэчанана р] 
сма У Там! 
мнэсо . А ятх 
паколькі ў гэтым выпадку саў, а ана Аднак формула 


Кашы-Адамара мае бопьш шырокую сферу дастасавання, бо верхні 
ліміт можа існаваць, у той час, як звычайны ліміт «ла Угагі і 
не існуе. 

практыкаванні. 


1. Знайдзіце радыусы збежнасці і абсяг збежнасці наступных 











шэрагаў: 
а] з » ё 
ні іа] Я й: зва р ач“ з 
а) ч га Ж, Вашы 1 21.22) ц з.23 ц.эч 
[Ее] 2 
со 2 У 
6) М а, г) Ў 2х 3. хох... 
Д З. ан а СОЧ 
кхо се 
2. Знайдзіце інтэрвал збежнасці шэрагаў Э. а, Хх“, каэфіцыенты 
6] 


якіх зададзены наступнымі судачыненнямі: 


к (2 , 
а вабух, 9 асе, з асу г! зева У 


3. Знайдзіце радыусы збежнасці бай, ар шэрагаў: 


сд 2 М (яі 
нў ў А.5.98...(цм- Мы оў, в) га К х] 





(сю, 2-4.6... Зу 
б) уа аса 
ЗА 


аўд 


4. Няхай ступеневы шэраг рай айч мае радыус збежнасці 8 


Які радыус збежнасці маюць шэрагі 


а) рае га ады : Дзе ро - канстанта, 
6) ваг. ЗЯ , дзе а - цэлы дадатны лік, 
в) белай абі: ЗЗА , дзе Уй - цэлы дадатны лік? 


4.3. Раўнамерная збежнасць ступеневых шэрагаў 

Як вядома, функцыйныя шэрагі могуць збягацца на некаторым 
адрэзку [а,ё] ,; апе не збягацца раўнамерна на гэтым адрэзку. 
Паміж мноствам збежнасці функцыйнага шэрагу і мноствам яго 
раўнамернай збежнасці ў агульным выпадку цяжка ўстанавіць 
нейкую сувязь. Зусім проста гэта робіцца ў выпадку ступеневых 
шэрагаў. Мае месца наступная тэарэма. 

Тэарэма З. Няхай ступеневы шэраг Ў а ,х“ мае радыус збежнасці 
2Ф5О . Тады гэты шэраг раўнамерна збягаецца на любым 
адрэзку [-7,21] , дзе ое“ б. 

Заўважым, што хоць пік “а можна выбраць як хочаце 
блізкім да Ю ., аднак сцвярджаць раўнамерную збежнасць шэрагу 
на ўсім інтэрвапе збежнасці (-Е,8) нельга. У гэтым можна 
ўпэўніцца на прыкладзе шэрагу У хх : Які збягаецца на 
інтэрвале (1.4) : апе збежнасць нераўнамерная на гэтым 
інтэрвапе. 

Зусім іншая карціна назіраецца ў выпадку, капі шэраг 
збягаецца на канцах інтэрвала збежнасці (у пунктах -ў і б ). 
Мы абмяжуемся выпадкам, капі пункт хаў з'яўляецца пунктам 


збежнасці шэрагу. 


Тэарэма 4 (тэарэма Абеля). Калі ступеневы шэраг М а 
збягаецца (абсалютна або ўмоўна) на канцы ха б 


інтэрвала збежнасці, то гэты шэраг будзе раўнамерна 
збягацца на адрэзку ІО, 81. 


Калі ж ступеневы шэраг разбягаецца пры Хз б , ТО 


-адр...- 


яго збежнасць на прамежку (аб. е) не можа быць 


раўнамернай. 


4.4. Непарыўнасць сумы ступеневага шэрагу 

аа. ЗЫ ЗАВ. 

У якасці выніку раўнамернай збежнасці ступеневага шэрагу 
адзначым наступныя два сцвярджэнні. 
Сцвярджэнне 1. Сума ступеневага шэрагу з'яўляецца непарыўнай 
іфункцыяй у кожным пункце, які належыць інтэрвалу збежнасці. 
Сцвярджэнне 2 (тэарэма Абеля аб непарыўнасці). Калі шэраг адзе" 
аааыакаа ВЕ аа ананасы анна, ЖС А Са КУ ААЦ 
збягаецца ў пункце хзЎ (Оз Кс:95), то яго сума 9(Хх) будзе 
непарыўнай не толькі на інтэрвале (- 8, С. ..-асі ў пункце х-ё 
(зразумела, гаворка ідзе аб непарыўнасці злева ў пункце Хх: ), 

“Ў “ заа а 
г. ганы дА За) ары В.) асі ала, 2 аса ша, н 
х»ю-е Ба днаЯ аа зв 

Тэарэмы аб раўнамернай збежнасці і непарыўнасці сумы 

ступеневага шэрагу зразумелым чынам можна сфармуляваць для 


шэрагаў выгляду “Ў. а. (-к- х.У“ 


4.5. Інтэграванне і дыферэнцаванне ступеневых шэрагаў: 

Як вядома(й. 3.3), магчымасць паскладовага інтэгравання і 
дыферэнцавання функцыйных шэрагаў грунтуецца на паняцці 
раўнамернай збежнасці. Што датычыцца ступеневых шэрагаў, то яны 
раўнамерна збягаюцца на любым адрэзку, які належыць інтэрвалу 
збежнасці. Вось чаму няма нічога дзіўнага ў тым, што пытанні 
паскладовага дыферэнцавання і інтэгравання ступеневых шэрагаў 
вырашаюцца надзвычай проста. 

со 
Тэарэма 5. Няхай шэраг Э» ана збягаецца на інтэрвапе (-6, 8) 
К-с 


з Чааус Берка аа с ер), 


ко 


Тады для любога х 6 (-ё. 8) 
х сэ х 
е. а а с 19 
ува ўаеаахе ех. аа (3) 


г. зн. ступеневы шэраг можна паскладова інтэграваць. 


Заўвага. Калі ступеневы шэраг ў, ах збягаецца на канцы 





інтэрвала збежнасці, напрыклад, пры с Зар празе) паводле 
тэарэмы 4 яго можна інтэграваць на адрэзку 198 8] . аналагічнае 
сцвярджэнне мае месца і ддя Х2з-Ё. 

Адзначым яшчэ адну акалічнасць. Паколькі каэфіцыенты 
зыходнага шэрагу і праінтэграванага шэрагу (3) задавальняюць 
умовы ас агі пры ўсе а то можна сцвярджаць, што 
шэраг, атрыманы паскладовым інтэграваннем, збягаецца хутчэй, 
чым першапачатковы ступеневы шэраг. Што тычыцца радыусаў 
збежнасці абодвух цпшэрагаў, то яны аднолькавыя, значыць, 
інтэрвапы збежнасці гэтых шэрагаў супадаюць. Абсяг збежнасці 
праінтэграванага шэрагу (3) можа пашырыцца ў параўнанні з 
першапачатковым шэрагам толькі за кошт магчымага дабаўлення 
пунктаў хХз-Йй і хх. Напрыклад, шэраг Ў. ж“ збягаецца 


к дз хч“, 
на інтэрвале са, 4), а шэраг ?. Дк«4) , атрыманы шпяхам 
паскладовага інтэгравання, збягаецца на прамежку Д-4, 4) 


с» 
Тэарэма 6. няхай пэраг Ў" С Х“ збягаецца на інтэрвале (- 8, Ф) 
«-о 


гэдай 
інд Ж. од Эх с рае й. 
зо 
Тады функцыя Х Сх) мае вытворныя любога парадку 
на інтэрвале (-Ў;. Й) , прычым 
со 
ўм) ча кета 
ў (хі А. К (е-4)--. (к-ма)ак (ма4.2....), 
куй 
г. зн. ступеневы шэраг можна паскладова дыферэнцаваць 
на інтэрвале збежнасці любую колькасць разоў. 
Адзначым, што радыусы збежнасці ўсіх шэрагаў, якія 
атрымліваюцца пры дыферэнцаванні, застаюцца роўнымі Ў, г. зн. 
інтэрвалы збежнасці не мяняюцца пры паскладовым дыферэнцаванні 
ступеневых шэрагаў. Абсяг збежнасці шэрагу, атрыманага ў выніку 
дыферэнцавання, можа звузіцца за кошт магчымай страты пунктаў 
, 8 ук 
збежнасці іхі- 8 першапачатковага шэрагу. Напрыклад, шэраг ?. а. 
к-а К 
мае абсягам збежнасці адрэзак р ьа : але пасля аднаразовага 


кі 
дыферэнцавання атрымоўваецца шэраг Ў Х' /іе з абсягам збежнасці 


з-йс- 


-4)4); паспя двухразовага дыферэнцавання -- з абсягам збежнасці 


аа» 4). 


Заўвага. Капі шэраг Жака Ў г атрыманы ў выніку паскладовага 
дыферэнцавання, збягаецца, напрыклад, у пункце хаб пачца) 


тэарэма аб паскладовым дыферэнцаванні ступеневага шэрагу мае 


месца не толькі для хе (-в, В) , а і дпя Х:Ё . Тое ж самае 
можна сцвярджаць і адносна пункта 7к. ласа , Капі 
прадыферэнцаваны шэраг збягаецца, адпаведна, пры х--8Ё. 


Вынік. Ступеневы шэраг больш агульнага выгляду 
с 
ўсх) Эа ВЕК Зіне “і (1х-ха« 6) 
98; 
дапускае на інтэрвапе збежнасці (х.-К, хое К) паскпадовае 


дыферэнцаванне любую колькасць разоў, пры гэтым 
(а 


Ў к-на 
ў“"(х) з ЎС к (к-4].-. (к-та) (х-Х.) (ма4,2;...). 
КЗ 
Прыклад 2. Знайсці суму шэрагу 
(ЗЬ Де За. (ыа) хе а. 
дДадзены шэраг збягаецца на інтэрвале (а, 4). няхай Усх) 


ёсць сума гэтага шэрагу. Паскладова інтэгруючы роўнасць 





зк) еа Я З хы... мад)... 5” (кад) ж“, 
атрымліваем для любога х«(-4,1) ыў 
х Да б 458 ж 
ўза 2. ўна Ж ае. 
Юю к:с о Фа 
Дыферэнцуючы апошнюю роўнасць, маем 
і 
Ва 4 18. А 
Ауху- ла) ы гіехе4). 
ух) -йбса (ў ( ) 


Прыклад З. Знайсці суму шэрагу Пейбніца 











ар А 4 Гоа, е 
аце ЧАЎ а ЯЕ а І а“ 
1 ый”. за 2м-4 
Д Разгледзім геаметрычную прагрэсію 
пЁ гн 
4 - зда к-а...) х НЫ те: ((ху«а) 
У выніку паскпадовага інтэгравання гэтага шэрагу атрымоўваем 
у ў 1 а 2“ А 
3693 я че ач г Ь «еса х аа “ 4 з але 898 
2у4 сіе : 
Атрыманы функцыйны шэраг збягаецца на мностве -42 Хх 51. 


Пры Х-4 маем (мы карыстаемся тэарэмай Абеля аб непарыўнасці 


ы ЦА -- 


сумы ступеневага шэрагу (п. 4.4) у пункце Хх-4 7-й. а 
ада а СО а са Зана 


ань “4 7 А 
4 4 шкаў) Ь а ря н аза г4а4 М; 
Ма Са) ль алача 4. 
Прыклад 4. Знайсці суму шэрагу 
2 5 
ж Ж а Драбы за. 
аса 5 н з н А 
Д Дадзены шэраг збягаецца пры -14:х 314. Няхай 41'Х) ёсць 


сума гэтага шэрагу. Дыферэнцуючы паскпадова роўнасць 
іе, 


ше), 
знай Де р 





кла 
атрымліваем 
курак" (Аж еа). 
к-4 а-'Ж 
Адкуль шляхам інтэгравання маем: 
Хх аь 
Ах) у З зём (44-х) (-Чех«4). 


Падкрэслім яшчэ раз тую акалічнасць, што роўнасць Уз - ба(4-х) 


мы даказалі на падставе сцвярджэння 2 п. 4.4 не толькі на 


інтэрвале (- 4) 4 а і ў пункце ЗІ , паколькі шэраг 
: ! 4 

Хе, збягаецца ў гэтым пункце; папярэдняя ж роўнасць 9 (1 са 

мае месца толькі на інтэрвале -4: Х44. А 


Практыкаванні. 


1. Шляхам паскладовага дыферэнцавання і інтэгравання, знайдзіце 


сумы наступных шэрагаў: 


а) 4-3 хч... а-а Чан) а... 
ў 2й-4 “ч Ф“ 
6) ха ху ХА. Х Яаагаў " 1 
-4 
в) 4.2 9. З.Х а (на) х” же. 


2. Знайдзіце сумы шэрагаў 





а М а А. фа се Ф еа 9 
“Эа дын ра" у.оЗ м.2 
А 4 4 ао Я 
б а а а “ац а а ў эге 
"парада? адь «Са М“ : 
А Се ай “за Са Ь 6. чае 
в) 1- ц - 5 га - а гае ай 


рану ааанаанынніавай 


5. РАСКЛАДАННЕ ФУНКЦЫЙ У СТУПЕНЕВЫЯ ШЭРАГІ 


5.1. Шэрагі Тэйлара 


Няхай ступеневы шэраг 2Ё а, (Х- Хх. збягаецца на інтэрвале 
(х- б хэб)і мае суму ў іх) , г. зн. 
ўсх) з і а (ж- Жа“ ( іх-ха 8). 
У такім Ьі. ЯЕ. ова што функцыя ў (х) раскладаецца 


на інтэрвале (х.-Я, хо) у ступеневы шэраг па ступенях х-Х).. 

На падставе тэарэмы 6 п. 4.5 аб паскладовым 
дыферэнцаванні ступеневых шэрагаў атрымоўваем наступныя 
роўнасці: 


е 2 Я 
ўсх) Е с аа(х- Хо) а 9. (Хх- Хо.) Ва Ву аа «Сы іх Жаврў ы 


(дз 4.ага 74; (х-хо) е За, (х-х. х.--- на ЁХ-Хе)” 
ў“ (х)з га, “за, (х-ху а. «нднай (Хх)... 
ў “(ху газа . “яп м-а) я ай нагць 
да” аўса аа Са... 
ж. а гэтых а абе н ж Жо , маем: 
аўса... Ааа: аа ЗО... Задае 
Адкуль 


(8) 
а, ха, (као,4;, 2,...). 


Вынік. Калі на інтэрвале [х-х.)гФ (829) функцыя ў(х) 


с 


раскладаецца ў ступеневы шэраг 
оо 


ўў У а (ха, 
кб 


МО 
к. 


г. зн. мае месца формула 
хо) 
вы Ж. У (еец аб ха)“, (2) 
Каэфіцыенты (1) нак аа ансаві Тэйлара, а шэраг (2) 


шэрагам Тэйлара па ступенях “Ж-'хХа , або шэрагам Тэйпара ў 


пункце Х. 


Зай. 


пры Хе2О атрымаем 


п) г 
заната а аа радае Я (3) 
К! 
а шэраг Тэйлара набудзе выгляд 
со 


Вай «к) ' 
яй ХО ух. (4) 
ко к! 
Шэраг (4) звычайна называюць шэрагам Тэйлара па ступенях 


Хх або шэрагам Тэйпара ў пункце Хе О , або шэрагам Маклорэна, 
а каэфіцыенты (3) -- каэфіцыентамі Макпорэна. 

Такім чынам, прыходзім да наступнай высновы: 

Калі функцыя раскладаецца ў ступеневы шэраг, то гэты шэраг 
неабходна ёсць шэраг Тэйпара (Маклорэна). 

Формулы (144) надта цікавыя. Яны паказваюць, з аднаго 
боку, што каэфіцыенты ступеневага раскладу функцыі (Хх) 
вызначаюцца значэннямі функцыі 1 яе вытворных у адзіным пункце; 
з другога боку, капі дадзены каэфіцыенты ступеневага шэрагу, то 
значэнні вытворных функцыі ўсх) у сярэдзіне інтэрвала збежнасці 
можна вызначыць непасрэдна са ступеневага шэрагу: Ў“ Чхуак! ак. 

Заўважым, што расклад (2) знайшоў у 1715 г. Тэйлар на 
падставе складаных і надта нястрогіх развагаў. Формула (4) была 
адкрыта Стырлінгам ( 1717 ) і апублікавана Маклорэнам (1742). 
Цікава, што доказ Маклорэна (мы яго вышэй і скарысталі) быў бы 
поўнасцю бездакорным, капі б ім была абгрунтавана законнасць 
паскладовага дыферэнцавання шэрагаў. Дзеля справядлівасці 
адзначым, што шэрагі, якія мы звязваем з імем Тэйлара, разглядаў 

].Бернулі яшчэ ў 1694 годзе. 

5.2. Раскладанне функцый у ступеневыя шэрагі 

Няхай дадзена функцыя ў (х) 1 пастаўлена задача аб 
знаходжанні яе раскладу ў ступеневы шэраг. Па-першае, узнікае 
пытанне аб існаванні такога раскладу. На падставе тэарэмы аб 
паскпадовым дыферэнцаванні ступеневых шэрагаў заключаем, што 


сума ўсх) усякага ступеневага шэрагу ёсць зусім асаблівая 


функцыя, таму што яна мае вытворныя любога парадку на інтэрвале 


шыццц-.., 


збежнасца шэрагу, інакш кажучы, з'яўляецца бясконца 
дыферэнцавальнай. Такім чынам, не ўсякая функцыя раскладаецца ў 
ступеневы шэраг, бо яна павінна быць прынамсі бясконца 
дыферэнцавальнай. 


Дапусцім ўсх) задавальняе гэтую ўмову. Тады знойдзем 


ре) : 
каэфіцыенты Тэйлара азна не. (к-0/1.) і пабудуем шэраг Тэйлара 
с? Ме) (“к Я 4 ы 
ўў маннаааа ены, ўе 
каб са 


На першы погляд здаецца, што зараз ужо не застаецца ніякіх 
сумненняў, што мы рашылі пастаўленную задачу, што пабудаваны 
шэраг Тэйлара павінен збягацца і павінен мець сумай 
раскладальную функцыю ўсх) . Але ў сапраўднасці ўсё можа быць 
значна больш складаным. 

Га-першае, пабудаваны для дадзенай бясконца 
дыферэнцавальнай функцыі ў (х) шэраг Тэйлара можа разбягацца 
ўсюды, зразумела акрамя пункта Хх .- Ж. . Гэта вынікае з таго, 
што для любой лікавай паслядоўнасці Се, С1, С1).-» Си,“ існуе 
(доказ існавання вельмі складаны) функцыя ў(Хх) такая, што 
перага. се ваму сання 

Па-другое, шэраг Тэйлара дадзенай функцыі ў (х) можа 
атрымацца збежным на нейкім інтэрвале (х.-Ё, х.«8), дзе б»9, 
аднак сума гэтага шэрагу можа адрознівацца ад Х Сх) . Першым 
прыкладам, які рэалізуе гэтую сітуацыю, быў знакаміты прыклад 
Кашы: ж 

ех, капі ХО, 
гЗ 
галі Х:-90. 
Функцыя Ёсх) мае вытворныя любога парадку, прычым 
0: Е(оўз Ё'(о)а Е'(9) Е“(9) 2... 


Значыць, ступеневы шэраг Маклорэна 
(ь 
ко К . 


мае суму (ху-О Чх і БЕ(х)е9(х) ва ўсіх пунктах ХЕО. 


ХК 040. 0... Ох", 


Такім чынам, бясконцая дыферэнцавальнасць з'яўляецца толькі 


ай 


неабходнай умовай раскладальнасці функцыі ў ступеневы шэраг і 
не з'яўляецца дастатковай умовай. 

Для функцый, якія дапускаюць расилад ў ступеневы шэраг 
на некаторым мностве, маецца спецыяльная назва - аналітычныя 
функцыі. 

5.3. Умовы раскпадальнасці функцыі ў ступеневы шэраг 

Дпя таго каб знайсці дастатковыя ўмовы раскпадальнасці 
функцыі Ў а драг прыцягваюць формулу Тэйлара 

(х)- а Ёнка (х- зару нах) 
Дзе “0. (зейшн Яабйыаг з. 

Паколькі расы паміж ў (х) і ИП -й частковай сумай 
шэрагу Тэйлара раў са (х- ў” роўная якраз рэшткаваму 
складніку формулы ан Ву, (з) ; То, відавочна, мае месца 
наступнае 
Сцвярджэнне. Дпя таго, каб бясконца дыферэнцавальная на інтэрвале 

(х.-8, ха) функцыя ў(х) раскладалася ў ступеневы шэраг 
Тэйлара на гэтым інтэрвапе, неабходна і дастаткова, каб 
рэшткавы складнік формулы Тэйпара В. Сю) задавальняў 
умову: 


1 А Ў іль АВ (Іх-хДе В), 


уэ со 


Каб перасцерагчы ад магчымай блытаніны, падкрэслім, што Ў, (х) 


ёсць У -ы рэшткавы складнік формулы Тэйпара, а не сума д -ий 


а ека) : 


астачы шэрагу зай сі (х-хў, таму што сума астачы шэрагу мае 


20 
сэнс толькі тады, калі вядома, што шэраг збягаецца. 


а а 





Калі запісаць ЁЎ. (Х) у форме Лагранжа: Ў, (х)з (х-х.)" 

дзе пункт «С ляжыць паміж Я Бан? І. бнцагў Ў а то ў арасяй выніку 

папярэдняга сцвярджэння атрымліваем наступную дастатковую ўмову 

раскладальнасці функцыі ў ступеневы шэраг: 

Тэарэма (дастатковая ўмова раскладальнасці функцыі ў шэраг). 
Калі бясконца дыферэнцавальная на інтэрвале (х.-В Хо Е) 


функцыя ў(Х) задавальняе на гэтым інтэрвале ўмовы 


[дзе (ху) 4 Ма (зе. 12,3 


з 


дзе ІМ не запежыць ад Х , то ф(Х) раскладаецца 
ў ступеневы шэраг, г. зн. 
, се ёЗ9 (ху к ; 
Ё(х) а Ў. В. (х-х.) ( Маша ваЕ-). 
Мес ў 


5.4. Гістарычная даведка 

Цікава адзначыць, што не толькі папярэднікі, але і многія 
сучаснікі Кашы знаходзіліся ў палоне памылковага сцвярджэння, 
што ўсякая бясконца дыферэнцавальная функцыя Б (Х) абавязкова 
павінна раскладацца ў ступеневы шэраг (нават пасля таго, як 
прыклад Кашы быў апублікаваны). Аб гэтым сведчыць, напрыкпад, 
наступнае. 

У сваім лекцыйным курсе, гаворачы аб шэрагах Тэйлара і 
Маклорэна, Кашы зрабіў такую заўвагу: “Не трэба думаць, што 
шэраг Маклорэна 


Ваў, саў А ; 





1! 


“ 


які мяркуецца збежным, заўсёды мае сумаю ЁСх) і што Ё (х) 
роўнаа нулю, калі ўсе скпаднікі шэрагу знішчаюцца. У проціпеглым 
можна ўпэўніцца, разглядаючы функцыі Выс]: “яа аі Ба) аёме ё'зз, 
першая не будзе роўная нулю пры ўсіх 26 , нягледзячы на тое, 
што кожны складнік яе раскладу знішчаецца; другая, а іменна; 


2 2 2 5 -4а 
з уз а “ж -х 
г «ё /х , дае шэраг, які мае сумаю Ф , а нее «е хе. 


Такім чынам, Кашы ўпершыню ( 1821 ) выяўляе выразнае 
адрозненне паміж збежнасцю шэрагу насгул і збежнасцю да 
дадзенай функцыі. 

Капі акадэмік Бунякоўскі перакладаў на рускую мову лекцыйны 
курс Кашы, то ён запісаў наконт гэтай заўвагі наступнае : 
“Пры перакладзе я лічыў сваім абавязкам ні ў якім выпадку не 
адступаць ад арыгінала, таму захавана тут гэтая заўвага, хоць У 
справядлівасці яе матэматыкі і не згаджаюцца з Кашы. Пярэчанні 


з 


наконт гэтага, зробленыя Пуасонам, можна знайсці ў виі1іесіп ае 


гайіць--- 


Іа Босіесе Ріруіопасіаце ае Рагіз5, 1822, с. 84-85." 

Дададзім яшчэ, шо ў прадмове да падручніка “Алгебраічны 
аналіз" Кашы піша ў адносінах да тэарэмы аб раскладзе функцыі ў 
ступеневы шэраг: “Скажу больш, доказ гэтай тэарэмы даступны 
нямногім, ды і самі вучоныя яшчэ не ўсе згодныя з тым, у якіх 
межах яна справядлівая". Нічога, апроч здзіўлення, гэтыя словы 
Кашы не выклікаюць нават у сучасных студэнтаў. 

Як тут зноў не прыгадаць выказванне Гегеля: “Тое, чым у 
мінулыя эпохі займапіся толькі стапыя розумы вучоных дзеячоў, у 
больш познія часы зрабілася даступным разуменню хлапчукоў". 
Дададзім да гэтага і словы аднаго з заснавальнікаў квантавай 
механікі М. Планка, які ў “Навуковай аўтабіяграфіі" пісаў: 
“Звычайна новыя навуковыя ісціны перамагаюць не так, што іх 
праціўнікаў пераконваюць і яны прызнаюць сваю памылку, а 
большай часткай так, што праціўнікі гэтыя паступова выміраюць, 


а падрастаючае пакаленне засвойвае ісціну адразу". 


б. РАСКЛАДАННЕ ЭПЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦЫЙ У СТУПЕНЕВЫЯ ШЭРАГІ 

6.1. Папярэднія заўвагі 

Зараз мы разгледзім некаторыя эпементарныя функцыі, якія 
раскладаюцца ў ступеневыя шэрагі, і знойдзем для гэтых функцый 
адпаведныя шэрагі. 

Капі вядома, што функцыя Ё (к) раскладаецца ў ступеневы 


шэраг, то яго прынамсі для элементарных функцый знайсці няцяжка, 


бо гэта ёсць шэраг Тэйлара (Маклорэна) 


ся к а? 
ра а арбы 
ко с 


Уся цяжкасць заключаецца ў тым, каб устанавіць, што дадзеная 
функцыя раскладаецца ў ступеневы шэраг. Для доказу гэтага 
скарыстоўваюць розныя метады. Дастаткова, напрыклад, даказаць, 
што рэшткавы складнік формупы Тэйпара а (Х)- О пры п- оо. 


Гэтая ўмова зусім проста правяраецца дпя функцый в Зл х, СоўХ. 
ге 


Для іншых элементарных функцый даследаванне рэшткавага 
складніка В «х) спалучаецца са значнымі цяжкасцямі. Аднак, на 
шчасце, можна пайсці ўскосным шляхам, які надзвычай багаты 
ўсялякімі магчымасцямі. Сутнасць яго заключаецца ў тым, што 
спачатку будуюць дпя дадзенай функцыі Ё(х) шэраг "Тэйлара, 
затым знаходзяць яго прамежак збежнасці, а потым даказваюць, 
што пабудаваны шэраг мае сумай зыходную функцыю ўСх) . гэты 
метад мы прадзманструем на прыкладзе біномнага шэрагу, калі 
ух) а (4 д 

Ступеневыя шэрагі для лагарыфмічнай 1 адваротных 
трыганаметрычных функцый атрымліваюць шляхам паскладовага 
дыферэнцавання і інтэгравання адпаведных шэрагаў (напрыклад, 
геаметрычнай прагрэсіі). 

Расклад гіпербалічных функцый 5 х і СйЙХх можна знайсці 
шляхам адымання і складання адпаведных шэрагаў для аа е 

Заўважым, што існуюць магутныя агульныя прынцыпы, на якіх 
грунтуюцца ўмовы раскладальнасці функцый у ступеневыя шэрагі і 
якія робяць зусім непатрэбным складанае даследаванне паводзін 
рэцткавага складніка формулы Тэйлара. Гэтыя прынцыпы 
разглядаюцца ў тэорыі функцый камплекснай зменнай. 

Пабудуем зараз расклад прасцейшых элементарных функцый у 
ступеневы шэраг Маклорэна, які мае выгляд: 

ў (с) Бах іа жа. г аа 

6.2. Расклад паказнікавай, некаторых трыганаметрычных і 

гіпербалічных функцый 


паказнікавая функцыя ў(х)зеХ 


Пры ўсіх а" вытворная ЗЫ” сх)з еХ . на любым адрэзку 
Г-з, “яа дзе ё Ое л ўча ац Себт. Значыць, на любым 
адрэзку (-2., 2] ў (2) задавальняе ўмовы тэарэмы п. 5.3 аб 


з, 


раскладальнасці функцыі ў ступеневы шэраг. Паколькі Ё“Коў-4 “й, 


то атрымліваем 


нб. 


2 
а Зь а ыа к. (-оь« Х «4 е9), (1) 


п 2! : 
Замяніўты “Хх, на - ж , маем 
-х а.а, а: ар а а 5; аа, 
(ый. (ры аўны «ар аўд 


Трыганаметрычныя функцыі 
га Банан а: 99 Заба ат 





На падставе анапагічных развагаў, як і ў выпадку 
паказнікавай функцыі, атрымліваем: 

М Хх Аа а аа... 3 фІ- а - с. Хе со 

баск. Те (2-4)! сы 

а хі ач Хх? а ух 

М а -“ сш А. Жака Ф І- 4 та ше 

Са г 2! ы а! е! ] (2й)! а: ( “ Хе кве), (4) 
Заўважым, што шэраг (4) можна атрымаць шляхам паскладовага 


дыферэнцавання шэрагу (3). 


Гіпербалічныя функцыі 


Хх е-х Хх. с-' 
Расклады функцый уздз а і Суха атрымліваюцца 
шляхам адымання і складання шэрагаў (1) і (624; 

- дач? баран Зуі ». х 

З Мрнаснлабібан ійцаййн х Я араннўўнай 
г ц 6 : 

аа За анынаааім аса аа ВЫ 

2! 4! сі 


Заўважым, што расклад гіпербалічных функцый адрозніваецца ад 
раскладу аднайменных трыганаметрычных функцый толькі знакамі. 
6.3. Расклад пагарыфмічнай функцыі 


Геаметрычная прагрэсія 
4 
4. аб 
мае прамежак збежнасці (-4, “ў . Замяніўшы Х на -Х,., 





с 4-. Зруб, з. шц. 


атрымаем 


ян. т а. сар аа а 
іга. Эб 


Шляхам паскладовага інтэгравання ў межах ад 0 да Х 





знаходзім: 
а: Г рр ше 
вм(дьх) з Х з” зг --рйка ыа ы (-Аехеа), (5) 
/ рай а цане, М еёхсі 
“Мах ды і аа ы, ( ). (е) 


Заўважым, што справядлівасць формул (5) 1 (6) пры Х-4 


абша 


і, адпаведна, ж--4 устанаўліваецца дадаткова З 
дапамогай тэарэмы Абеля аб непарыўнасці п. 4.4 . 


Пры практычным вылічэнні лагарыфмаў карыстаюцца звычайна не 


шэрагам (5) , а шэрагам 
з 5 ім «4 
ву іх . Еў а іц. ех 
44-х бай 5 ў аша У ( на 
які з'яўляецца рознасцю шэрагаў (5) і (6). 
Напрыклад, пры заа а, з формулы (90 вынікае, што 
сай С ае аа е) пак А 5) 
рыб (ўна азе, бе ўў ж аа а" й 
у той жа час з судачынення (5) маем пры Х:-1 


а-а-а арда 


Відавочна, што апошні шэраг збягаецца вельмі марудна. 
Напрыклад, каб знайсці набліжанае значэнне ёй 9 з 
абсалютнай хібнасцю ез 407” патрэбна ўзяць у апошнім шэрагу 
100000 складнікаў; капі ж скарыстаць папярэдні шэраг, то для 
дасягнення той жа мэты дастаткова толькі пяць складнікаў. У 
сувязі з гэтай акалічнасцю можна зноў прыгадаць словы Ньютана, 
звернутыя да Пейбніца: "Патрэбна 1000 гадоў, каб знайсці з 


дапамогай апошняга шэрагу 20 знакаў Си 2 бай 


6.4. Біномныя шэрагі 

Няхай ўсху (аа ху“ , дзе т - любы пік, адрозны ад нуля 
і ад усіх натуральных пікаў (пры натуральным ім атрымліваецца 
вядомы канечны расклад паводпе формулы Ньютана). 

Як пёгка бачыць, дпя вытворнай Г е пры любых П 
выконваецца роўнасць 

ўце аа: (ун-4) . «аб, (м-п ка) (іе ху” 

Тады шэраг Маклорэна дпя функцыі ўх1(4 ех)” будзе мець выгляд: 


уа (ма-4) З а з. па бэмса) аа (уя тра) У. (8) 
21 ні 


з 


(іх 


Шэраг (8) збягаецца на інтэрвале (-о 4) , У чым можна 
ўпэўніцца, калі прымяніць прымету Дапламбера. Няхай сума 
шэрагу (8) ёсць ух) адзі 
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Ух) а Дах а Маа) а... аа аа). (9) 
Шляхам паскладовага дыарэнаа ання шэрагу (9) даказваецца, 
“што Б(Х) задавальняе судачыненне 
уа Я(х) (ех). (ж). 
Такое ж судачыненне.: задавальняе (у чым лёгка ўпэўніцца) і 
функцыя ў(ху (Чых): 
ма ўця) (іх). ў'СХ) 
Такім чынам, Е 
ў о Ў аве (вау) «(ба4із;); 
ў (х) зух) 
Паколькі функцыі Са ў(х) і ём Э(х) маюць аднолькавыя вытворныя 


і роўныя значэнні пры ака : То яны роўныя паміж сабок. 
Значыць, эх) Я (х) ў Гон. 
(ааху“» забара М. ана аса ы Ва «Сеха)(10) 
4! 


Заўвага. На канцах а, збежнасці біномны шэраг паводзіць 
сябе наступным чынам: 
1) Пры Ыы шэраг абсалютна збягаецца, калі уа б З 
неабсалютна збягаецца , калі -іг па е Ф ; разбягаецца, калі 
уа е 4; 
2) Пры ха-4 шэраг абсалютна збягаецца, калі іа Хе; : 
і разбягаецца, калі “Ум «О. 

Адзначым некаторыя прыватныя выпадкі біномнага шэрагу, якія 


алаазадаццў пх Ма і аэ; 


(а-а) зж каркі аа а ань 
-Ч ; 4 з 

(1) заа хаты маў а-а З х' а. (Маха), (41:14) 
-Ч, - : 

ана аа Ба аў. Сек). а 


Заўвага. Метадам, які мы скарысталі для атрымання біномнага 
АЗаНЕСе аа 


шэрагу, можна атрымаць расклад у ступеневы шэраг функцый Эёй Х, 


Соўю, к Сапраўды, няхай, напрыклад, ў(х] 2 ех. Адпаведны 
еб. 


шэраг Маклорэна для функцыі ў (Хх) мае выгпяд' 


а и 
А скам ж 
А З ар” аа, 
Гэгы шэраг збягаецца для ўсіх х. Пазначым яго суму (Хх), 
а веў да ; 
(ху) ех 7 ў роў Бретныай (-оп а жё«кое) 
З й; 


Шляхам паскладовага дыферэнцавання атрымліваем відавочную 


роўнасць Ух) я (х) У Х. 
А тады для вытворнай здабытку Ах). е” будзем мець: 
(ьм. ех) аў цх)- Або] го Ух. 
Значыць, А(х).е“Х ёсць канстанта; улічваючы, што 9э(6)24 , 


маем канчаткова 
Абз).е 4 . анонсы 
6.5. Расклад адваротных трыганаметрычных функцый 
Шляхам паскладовага інтэгравання шэрагу (12) 1 


геаметрычнай прагрэсіі 





“4 5 
а Да ач. Ся) ЧЫ... схе) 
ае ж 
атрымліваем: 
з 5 л 4 
а: а С ЯХ. Э  Х -ехеі 13 
аа ха Хэ ўе ася сзары С ўм (13) 
Э 5 Зь; 
пабу а а-а (-4с хад), (147 
Заўважым, што, як і для лагарыфмічнай функцыі, 
справядлівасць формул (13) с (14) пры ц “зі, хо 


устанаўліваецца дадаткова з дапамогай тэарэмы Абеля п. 4.4. 
Збежнасць шэрагу (13) на канцах адрэзка (-1, а] 


высвятляецца з дапамогай прыметы Раабэ. 


У прыватнасці, пры ака атрымліваем 
гад! 
З. ала Уй ц. іць аць) «а, 
2 зь “ч (ма) Э) 
Расклады ў ступеневы шэраг функцый охс Сокх- ў. - ода ла аа аа 


олаеіўх а Й - ваеёўх атрымліваюцца з судачыненняў (13) і (14). 
6.6. Табліца шэрагаў асноўных элементарных функцый 
Пададзім зараз табліцу шэрагаў асноўных элементарных 


функцый, якія найбольш часта сустракаюцца ў тэарэтычных 


а б'Зах 


даследаваннях і практычных дастасаваннях. Гэтую табліцу 


пажадана запомніць. 





бо Е 
ўца сха а аў (- се Хх « «69) 
к: “ аанак 
з Ба аў аус х 
бай джай Я. Ру ца (-зе« Хх саее) 
кай (ка) 
гара « 2“ 
а. Сс Кабаа хае шозое цеч ее) 
2. (2)! ( 
(г 
а ае х)- Ў. (-4) "о Хх“ (464) 
ка4 ўў 
а асе а 
5. “4 Я ада ВЕ ЗЕ, л (Ум-4) (мым 4) х“ (Мех) 
і 
ус4 б 
(аб паводзінах біномнага шэрагу пры (хі24 сказана ў п. 6.4 ). 
а 1 ке 
6. ала ед к 2 д. СА)“ хт“ («г ха) 
Ко акі 
4 Ца 
а ая да х (аха) 





Звяртаем ўвагу на тую акапічнасць, што шэрагі няцотных 
функцый Ба ж, М ж утрымліваюць толькі няцотныя стугені, 
а шэрагі цотных функцый (ах, СийХ - толькі цотныя ступені. 
Ці выпадкова гэта? 

Капі функцыя ў (5) цотная, то яе вытворная ў (Хх) будзе 
няцотнай; значыць, быў сч ў'(-х) : адкуль пры ХО атрымаем 
роўнасць ў'(0)-- у'се), г. зн. ў' (с) О . Калі ж І (х) 


няцотная, то (о)-О і “Сх) - цотная функцыя, значыць 
? 


і з 4 З 
ў'(х) - няцотная; адкупь вынікае, што ў'(о)“О і г. д. 
Такім чынам, прыходзім да наступнай высновы: 
Ё4 
Шэраг Макпорэна цотнай функцыі ўтрымлівае толькі цотныя 


ступені ж , а шэраг Маклорэна няцотнай функцыі - толькі 


няцотныя ступені Х . 


6.7. Аб формулах Эйлера і ўзаемасувязі элементарных 
функцый 
Калі ў шэраг 
ех-4 «сь Ж, М ДЗ (-ееехекое) 


ва 32 


замест рэчаіснай зменнай Х падставіць камплексную зменную іХ, 


то, групуючы адпаведным чынам складнікі шэрагу і ўлічваючы, што 


-а. 5» Я чат, заа” А 
гашыш ў а, “хі, ас і г. д., атрымаем 
. 2 3 “і 
арат («ёх абара). (с х) «“ ха іш х)? а. 
21 “зі 5! 
рай ай Д хе ж. кЗ аса 
а авы, Я ынаны м, “айвы хра.) 
П ЗН 


гдзё.... Сеў к з СЭ І 





Гэта і ёсць знакамітая формула Эйлера, якая ўпершыню 
з'явілася ў пісьме Эйлера да І.Бернупі ў 1743 годзе. 
З формулы Эйлера вынікае, што 


СсХ ж г «(бані е 


Ум х з (е (е Са аяў:.). 


аз Й 


Падкрэслім, што мы атрымалі формулу Эйлера шляхам 
фармальнай падстаноўкі камплекснай зменнай Сх замест Хх . 
Гэты метад можна сапраўды абгрунтаваць, калі больш 


падрабязна разгледзіць камплексныя шэрагі. 
з сх 
Заўважым, што камплексная функцыя «е мае ( у адрозненне 
ад рэчаіснай паказнікавай функцыі) "нечаканыя" уласцівасці. 


Напрыклад, яна з'яўляецца перыядычнай функцыяй з перыядам хі: 


еі нак) 4 е“Х 
з формулы Эйлера пры К - З вынікае дзіўнае судачыненне 
ск 
С а, 


якое звязвае важнейшыя канстанты розных раздзелаў матэматыкі 
-4-- арыфметыка, 17-- геаметрыя, Ф- аналіз, і - апгебра). 
Формула Эйпера высвятляе сувязь паміж паказнікавай і 
трыганаметрычнымі функцыямі. 
Адзначым яшчэ цікавыя аналогіі паміж шэрагамі Маклорэна, 


здавагася б, зусім розных функцый: 


5 хі м? хі К хі ы хі 
Залагасаана ы ра ан Мх-хе дараў, 
(с? нвебы ў. се ан «лас звес. 
СЕ Та” ара а ? Си х- 4 р 
3 Я І-й Хх з гул 
спад Хх к“ а ы аў Ў Кі-хех 7 Хб Хе 


Прычына, якая ляжыць у аснове гэтых аналогій, можа быць 
выяўлена пры разглядзе шэрагаў з камплекснымі каэфіцыентамі. 
Практыкаванне. 


1. Карыстаючыся формупай Эйпера, дакажыце наступныя роўнасці: 


а) бХ а (Селах (аца) х з 5 За(пьш) Хх, 


2 Май 
б) Зах Ф а 2 Ж Жа адар с 
Зда “/2 
в) хаў насу ена, ДОЎ. слабай к 
З лах 


6.8. Сімвалічны запіс формулы Тэйпара 


Формулу Тэйлара для адвольнай функцыі  ў(х) 


ра Кс. ўн] 
ў х) г ўСХе) ж М аа (к-а) Вы ххх. Я гі Рца-айн 





можна запісаць у сімвалічнай форме, калі скарыстаць расклад у 


ступеневы шэраг паказнікавай функцыі 
а. 


ох АХТЕЯ За. а 
А' й 


Сапраўды, мае месца судачыненне 
І 
(х- хаў Б» 

АСА ые “аа, 


хх.) Ў4х. 
фса 


дзе сімвалічны выраз патрэбна распісаць паводле правіла 


раскладу паказнікавай функцыі ў ступеневы шэраг, а здабыткі 


а” ўса АСЯ 
(Хх . і Й .) Ж ў 
ра з лічыць роўнымі вытворнай ў Х.) с'а 


Сімвалічная форма запісу формулы Тэйлара, якая бярэ пачатак 








ад Лагранжа ( 1772 ), набыла шырокае распаўсюджванне, дзякуючы 
Гамільтону. 

Сімвалічны запіс формулы Тэйпара яскрава падкрэслівае 
надзвычай важную ролю, якая належыць паказнікавай функцыі ў 


матэматычным анапізе. 


6.9. Множанне і дзяленне ступеневых шэрагаў 
Нагадаем, што ступеневы шэраг абсалютна збягаецца на 


інтэрвале збежнасці. Тэарэма аб множанні абсалютна збежных 


шэрагаў у прымяненні да ступеневых шэрагаў дае наступны 


вынік. 
Няхай 
еа - 
ў аайнабь пры [хіга, 
о 
оо ё 
(з) А. г 6. ы пры рэі р. 
Тады ані 
со г ео Я 
Еі) даа (Ў. ах І 2 бах ) 
з:0 кло 


з асоб. «(ас б, на46.) х «(а, ў, вас:еа, «.) аб 


- Ў (“Я ары ай. Ж («Ў аў)” 


43] ек юзо ўз? 
пры ікс з , дзе б 2 таёа (4; 8). 


У прыватным выпадку, калі абодва множнікі аднолькавыя, 


атрымаем наступную формулу падвышэння да квадрату стуненевага 


шэрагу: 


ара а е ая 
Ме с Ба Я (аа, “а,ай., е”. «ага рў ўм 
(243; мо 


Прыклад 1. Памножыць наступныя шэрагі: 








з л. З ч с 
а За. абма а Ж а ЕРСВЕ 
гай ф-а. заа ажы," (іэ). 


б ы маем 
4 4 : 
а еа а...) ха ан) 


аса шы і” Ге (хеў грабе 
г 
а К ха ў (х-джа ка.) 
а.(х. хх ае аха). з 


рач 


е аб. 
с зк а(іе б) (і Ў) ка (4979390) 
У выніку атрымалася цікавая роўнасць 


б раў ай абы га, аеры, 4 


1-ж 11-х паа" ўз4 5 
Разгледзім зараз аперацыю дзялення ступеневых шэрагаў. 





Няхай зноў 


ўсх) з ў ах! (Сас), 
ух 


Ое 
дух) з 5. ёх“ (1хі« 8). 
Даказваецца наступнае сцвярджэнне: 
Капі а, ЁО , то дзель 
ўю а вах аў хі ахі... 
в(х) " 6. ь Фіх бі б.д... 
можна падаць у выглядзе ступеневага шэрагу 
с б, ха Суса 
тады і толькі тады, калі Ё. “Ф. 


Адзначым пры гэтым, што прамежак збежнасці новага шэрагу 


ў с.х“, які атрымпіваецца ў выніку дзялення, цяжка вызначыць; ён 

можа аказацца значна менш, чым абодва прамежкі збежнасці (-4, 4) 

і С-Ё,е) : Каб знайсці каэфіцыенты (С. Ф., С;,..., патрэбна 
і 96. й ся ск : 

перамножыць шэрагі сўхХ а р ыч і прыраўняць адпаведныя 

каэфіцыенты гэтага здабытку і каэфіцыенты шэрагу ры Такім 


чынам, атрымаем роўнасці 
а. зь б 
а, Ў. “б.С. 
а З АС ыбаЕ. 


ае. га ё 
Адкуль паспядоўна знаходзім «С азе, сасе, абса 


ме а на га а. Д. 

Прыклад 2. Падзяліць шэраг 22 на шэраг а к 

а д а г бах ч 2 «ж Р (-хаЎ ў, 
Ф «2 


дзе” ЧАК ЗО, а. . Быааей пры кд, 
Д Абодва шэрагі маюць радыус збежнасці Ю- «ое і ўяўляюць 
сабой біномы Хх і 4- Ж . пры дзяпенні гэтых шэрагаў 
атрымаем 

1 «Хх 

а- ж 





з Со С.Х «б, Асі еа. 


дзе каэфіцыенты Са, Са, ба ў, .. знаходзім з судачынення 
а Ца ху (сбХ бу т б,х'ь...). 
Прыраўноўваючы адпаведныя каэфіцыенты, маем 


на а аны. 


2 


СС, - С, Ў з а-а с ч “ 


Такім чынам, “ез1, СхкзЗ2 (“а 12,3.) і 


(а 
1- Ж 
прычым радыус збежнасці гэтага шэрагу 4 , нягледзячы на 


заах 2139 .., 





тое, што зыходныя шэрагі мелі бясконцы радыус збежнасці. 
зразумела, што такі ж вынік мы атрымаем, калі скарыстаем 


вядомае судачыненне для геаметрычнай прагрэсіі 








ре ха аа ах рта Ыы ' ( хі 4). 
і-ж 
Тады маем 
ах гЗ ры сЗ аха каа. 
а-ж - 
дая сака. Р“ 


56.10. Падстанова шэрагу у шэраг 


Няхай 
ура): Ж аса (-р«хг р). (15) 
Разгледзім, акрамя таго, функцыю ч (9) , якая 
раскладваецца ў ступеневы шэраг 
Фу) Ў 6ёач“ (-рече р), (16) 
Калі Іў] Бак Ух е(-8,й0), то мае сэнс складаная функцыя 


Ф'ўа). Даказваецца, што складаная функцыя ч (ўх)) таксама 


раскладваецца ў наваколлі пункта Х-С у шэраг па ступенях Хх, 
прычым, гэты шэраг можна атрымаць шпяхам падстановы ў шэраг (16) 
замест Ч шэрагу (15) , а затым - падвышэння ў ступень і 
аб'яднання падобных складнікаў. 


прыклад З. Знайсці некалькі першых складнікаў раскладу функцыі 
Мах 


ў(х)а е у шэраг па ступенях х. 
/у Маем для ўсіх х 


Маа Ар мак АЗ; 
е а Ча Зара хах 
41! 21 3! 
Шляхам памнажэння шэрагаў знаходзім расклад у ступеневы 


шэраг Май, Мах, т... 
Атрымліваем : 
гукі 3 Хх 


с? ый аа. аны Заба, Эбне дае 
а а адь а Да ' 





аў а а 


зм х з х- 


абар. а. ату? х. ж з ь 
Май. (к-а...) (хі...) 
а дал Ёх а ста а аі рая 
: Хх іХ “ай Бар 9 зай ўж Ах ЬІ 
ў .5 5 -Я 
З аа Ж аха ае) (ае най ч 
лаў ж. а (ж ё 6 Хх 3 з ) 
яна ба ць А ае ў лЁ хх З ў. 
аа уха ада а." аа ан а 
а аа 
Відавочна, што раскпад Зад“ пачынаецца са складніка 
ж“ . Вось чаму, каб атрымаць у раскладзе функцыі газе 


ступень зя ? дастаткова абмежавацца складнікам ай СЫ 


Канчаткова маем, капі абмежавацца пятай ступай 


Умх с. Нана ; шша “хх. (2. ді А паа с) 
е «эе “зай : ае: Хх...) ся 
са ч аа З іЯ а а, асам ся аа 
рах се ы У еа гэны д. 


6.11. Рэкамендацыі па практычнаму раскладанню функцый у 
АЛЕ ДЫ А ААА а а еа савы а паць. У 


ступеневыя шэрагі 





Пры знаходжанні раскладу дадзенай бясконца дыферэнцавальнай 
функцыі ў (х) у ступеневы шэраг прымяняюць розныя метады. 
Магчымасць скарыстання мноства метадаў грунтуецца на тэарэме 
адзінасці, якая сцвярджае, што: 

Атрыманы пюбым спосабам раскпад функцыі 4 (х) у ступеневы 


шэраг будзе яе вагчладам у шэраг Тэйлара 
і 
ж Хе) 
Ў зас ай (х- ху 
кад Ь. 
Пры практычным Ее Ям шэрагу “Тэйпара (Маклорэна) 
скарыстоўваюць наступныя метады: 
: я МС) 
1. Непасрэдна знаходзяць каэфіцызнты Тэйлара а, а 
і 
шляхам шматразовага дыферэнцавання функцыі. Затым даследуюць, 
пры якіх Хх рэшткавы сёладнік формулы Тэйлара ў, (х) імкнецца 
да нуля, капі Ип-»Фоо, інакш кажучы, правяраюць выкананне 
неабходнай і дастатковай умовы раскладальнасці функцыі ў 
ступеневы шэраг. Такое даследаванне рабіць неабходна, бо шэраг 


Тэйлара, як вядома, можа разбягацца або мець суму Э(х) ё Ў (х). 


Перапічаныя дадатковыя даспедаванні робяць прымяненне 
саб 


гэтага ўніверсальнага метаду ў многіх выпадках немэтазгодным. 

2. Каб пазбегнуць складанасцей шматразовага дыферэнцавання 
і ацэнкі рэшткавага складніка, скарыстоўваюць гатовыя расклады 
асноўных “элементарных функцый у спалучэнні з арыфметычнымі 
дзеяннямі над ступеневымі шэрагамі, а таксама інтэграваннем і 
дыферэнцаваннем гэтых шэрагаў. 

Праілюструем вышэйсказанае на канкрэтных прыкладах. 
Прыклад 4. Раскласці ў шэраг Маклорэна функцыю 

баў” е“ Ха. 

д Знойдзем вытворныя функцыі ў(х) у пункце ХС: 

ух) еў. Мах, ўс) ао 

«уа ез (пыха ба) е ык), ў Чо) М Вы Ма 


(часу Б ех Гы) са Е)] (е каа), ўце) ыа 


Калі доўжыць працэс дыферэнцавання, то заўважым, што для ўсіх 
; р с (кі санае 
паца) «е ма (к Е), ў ы 
(жа е, 4, 2, сабадны: 
б Эс . 
Такім чынам, шэраг Маклорэне дпя функцыі ўсх) “Жах мае 


выгляд 


ў (зу аа МЕ М. 
кл к! й 


Каб пераканацца ў чым, што сума атрыманага пэрагу сапраўды 
ёсць ў Су) , неабходна і дастаткова даказаць выкананне для 
рэшткавага складніка 0, (х) формулы Маклорэна ўмовы: 

ёй Юю. (х) зб. 


КА со 
Узяўшы Юі Су) у форме Лагранжа, маем 








а рач зу“ с й ў мл. 
ам а ВАЕ аа над. ас. « 
Юю! п! 
р і 
ы. ы... а, 
г. 
паколькі С пляжыць паміж Об 1 Х. 
Пры любым фіксаваным  Х 
Ьі (а! 
Ёсмд «21х) 009 
и'»оо Юю! 
(мы скарысталі вядомы ліміт Ёсцда аа уа ). Вось чаму 


неабходная і дастатковая ўмова 


раскладальнасці 
ступеневы шэраг задавальняецца, 


функцыі Ў 


і мы можам запісаць роўнасць 
асн ж 
г праснех хакда ДЎ де аа Юю 
ка к! 
Раскласці ў 
Я 2х 
функцыю ў(х) ге, 


к (- се «с х«“ч с9), А 
прыклад 5. шэраг "Тэйлара па ступенях Х-1 


/АПерапішам ўсх) у выглядзе 


ўсх) аз. «2 Ска 


Паколькі 
1 и 
аа Па аа а... а. ЯМ (- бес хч бэ), 
А и 
то, замяніўшы ў апошняй “р х на 9(х-4) , будзем мець 
“4 2 м М 
а ў ск. У аа) 
Такім чынам, 


; зЗ ў Я 
з еб 9 её (х-4)- ат (к-а а се" (а)... 


(-со с х« тее), А 
Прыклад 6. Знайсці расклад у шэраг Маклорэна функцыі 
: 3 х 
ўсх) ааазерайнтаг-" 
З ха х-1 
ДрРаскладваем функцыю на прасцейшыя дробы: 
4 1 
ай С 
ы ) іх 1-х 
Як вядома, 
о” 
АС”. ура так 2 (ах (Саехеі), 
1 Хх са 


4 аа эай 1. го лаца абча к 
аа заах (зхў а ху Ж. (ачкі 


“ава Мама 





(а схелр), 


ос9 
ААА г х З аа. З аса А схсё . 
ац 2 Соч" «Ў цалу" д. [еі З Тэс біекаа) 
Прыклад 7. Бавксайа Ў ПЬВЬ Макпорэна функцыю 


ўсх) з (4). н (46-х), 
Дзнойдзем вытворную функцыі ў(х) : 


іс) а Та См (4 х). 


Скарыстаўшы расклад ў ступеневы шэраг функцыі 


Са(4 Хх), 
ЕЗ жаны ба 


(ах сч) 


маем 


ба 


Інтэгруем паскладова апошнюю роўнасць у межах ад О да Ж і, 


улічваючы, што ў(б) о К а-а 


2 Еі і ке: 
г 4; Хх Ж па ХУ ы “ы шш . 
“Ў з “к Ф аа. аве «аты фа т - 4) аа знання 5 р Б 4) 
ўс 4.9. 2.5 ё й (нў Хе к (ке) 
(- аса». 


заўважым, што згодна з тэарэмай Абепя(п. 4.4) атрыманая 
роўнасць мае месца і ў пункце ха-4 , паколькі ў гэтым пункце 


шэраг збягаецца. 


Зразумела, што той жа вынік можна было атрымаць шляхам 
памнажэння шэрагаў: 


ч 2 2 4 уба Я 
(1) Ха (4) гЦах)(х- Я аг: ЖП... 4-4) “...) а 


Я 4 занаў Й З заб ам! 
заа (ў- а а аба ы 2 ў к(а) 


Прыклад 8. Знайсці чатыры першыя адрозныя ад нуля складнікі 
шэрагу Маклорэна функцыі  ўўх): Мсоах. 
ДЯк вядома, 


2 гЯ (6 а 
а ак б. а ; “бэ Ж“ 099). 
М сь за аг ( 


Скарыстаем аперацыю дзялення ступеневых шэрагаў. Умовы 


сцвярджэння п. 6.9 , каб падаць дзель у выглядзе ступеневага 


шэрагу, задавальняюцца. Няхай 
аа... 4 
аа А; Я ё “ 
а а а Лы 
Такім чынам, 


а бас Х с ах... 


са ЬІ 
раба аа аа, заа). а а- а Я 


Памнажаючы гэтыя шэрагі і прыраўноўваючы каэфіцыенты пры 


аднолькавых ступенях Хх (мы абмяжоўваемся шостай ступенню), 
маем: 

з а-а 

ж] О»се, 

хі] бз-уы Сс, 

Г 9 есе, 

х С- Уі Со“ н с. «Са 

х 0- Ун! Са ы А ЕЗЧ га С.г 

Хх] 65 - Му Сь" с, - Чай е С, 


. - - е 


Адсюль паспядоўна знаходзім 


заб яфрары Я: а ж а. 
баса абы О Вых Зы Заві, У ута с.:0, т. 


Канчаткова атрымліваем дпя функцыі ўсх) а Мсеах шэраг Маклорэна 
а ПАЗ а 

Со» Х. 2 24 1209 

Заўважым, што можна было спрасціць вылічэнні, паколькі з 
цотнасці функцыі ўіх) вынікае, што ўсе казфіцыенты з няцотнымі 
індэксамі рая зка”. 

Паколькі мы не ведаем каэфіцыенты С. пры пюбых “К р. не) 
прамежак збежнасці атрыманага шэрагу цяжка вызначыць. гэтая 
задача рашаецца надзвычай проста, капі скарыстаць метады тэорыі 
функцый камплекснай зменнай. У дадзеным выпадку прамежкам 
збежнасці шэрагу з'яўляецца інтэрвал (- 7, х/, ). 

Укажам яшчэ адзін штучны прыём, які спрашчае выкладкі ў 


дадзеным выпадку. 


Пазначым 
Сеўх Я-ж. 
Тады с 
-Ч 
а- Зы” ЗЖанкфач с. .зў 
21 ы! б!' 


З другога боку, 


М. З Са; ара 


Са Х з 
Метадам падвышэння да ступені шэрагаў маем: 
: ў 
ьс. т Х 
ШШ а “аа аа фа. 
айў ай. ў 
А тады шпяхам падстаноўкі шэрагаў у шэраг атрымліваем: 
4 4. а, ы. е... 
Ан ре, ара, З ЫЬ 
С Хх пана з 24 120 А 
практыкаванні. 


1. Знайдзіце першыя тры адрозныя ад нупя складнікі шэрагу 


Маклорэна наступных функцый: 


а) ўсх) УТеўах, б) ўсх) Бім х- ба ўж, 
ая 
су ыш, г) ў б)з(іьх) аля. 


2. Запішыце для функцыі ў(х) першыя З складнікі шэрагу Тэйлара 
у пункце Х.о 5, калі: 


-оыц- 


ае паўс ах, ац, 
б) Ў) Хх, Ма, 
в) ўю ўа (за3), х.зі 


3. Знайдзіце 
непасрэднага 
4. Знайдзіце 


непасрэднага 


шэраг Маклорэна функцыі ўіх)ь алабдж шляхам 


вылічэння казфіцыентаў шэрагу. 


шэраг Маклорэна функцыі Р(х) з але зм Х шляхам 


вылічэння казфіцыентаў шэрагу. 


5. карыстаючыся раскладам У шзраг асноўных элементарных функцый, 


знайдзіце расклад у ступеневы шэраг па ступенях Ж 


наступных 


функцый і вызначце інтэрвалы збежнасці атрыманых шэрагаў: 





а). ў) б) ўр Уіх 
3хаі ж гЬ. 
хуз- К 8 Ба арлана 
“й, (х-8)” гіу аарЭ З.Ззжад 
л) ўсх) бн К, е) ў із бы(а'а3хаа), 
іс 
к) ўз Мадх (ах, з) ў(хуа Маў Эх Солах, 
“ха 
Дз аацай калі хаеО, 
1) ху з з? 
4 ., калі хо. 
б. Знайдзіце расклад у ступеневы шэраг Маклорзна дадзеных 
функцый: ў 
“ааабада х., 
а) ў (х)- ў е “ах, 6) ац.) АЎ 6, 
о е Пе 
аз 
в) Я(х)- ў са Р. 
1Ёа анайдаўы сумы наступных пбмарях шэрагаў: зы 
а) ы Да ; 6) 2. ані з абса а 
аа з ( У 
ў? аа П сь аа ў з-д аа рач 


8. Запішыце шэраг Тэйлара для функцыі 


а) па ступенях Х-Э, 


аба 


еа 1 


б) па ступенях  х.2 





9. Раскладзіце функцыю ўсх) абат у шэраг па ступенях х-2 
10. Раскладзіце у шэраг Тэйпара па ступенях Хе«2 наступныя 
функцыі: 


“уа “зр. Бай бае 


гая 4 
МЕХ акт 
92 1 кі. ха 


11. Карыстаючыся раскпадам функцыі ўсх) у шэраг Маклорэна, 


Н 





ся 4 (а) 4 я 
знайдзіце вытворную Ў“(9) , калі: 
а) зна мем , мач в) іх) хе ча м з4С 
фах? 
6) арда: заў Хх, аб 


12. Дакажыце, скарыстаўшы шэрагі Тэйлара, наступныя роўнасці: 
а) Малах) - Ммаа.бдх е Сай ў Хх, 
б) Зала (аз х) з Зм да - Кадса Маа С, 
в) “да (бх) з (ач. (Хх - ай. ым Хх. 


13. Знайдзіце шэраг Маклорэна функцыі ўў аша 


4” х)? 
скарыстаўшы яго, вызначце суму лікавага шэрагу 


2. 
4 9 м 
ФЬ аа” Ёаў сч на 
14. Шляхам памнажэння шэрагаў знайдзіце тры першыя адрозныя ад 
нуля складнікі раскладу ў ступеневы шэраг па ступенях Х 
наступных функцый: 


аў “іле бах), 
6) а гакі нт 


у ж-4 ). 
15. Шляхам падстановы шэрагу ў шэраг знайдзіце чатыры 


складнікі шэрагу Маклорэна наступных функцый: 


а фу аа (2-4), 


1- хё 





б) ў (х)5 би (4 Мах). 


г-о6- 


7. ДАДАТАК 

Зараз мы разгледзім некалькі пытанняў, якія цесна звязаны з 
паняццем раўнамернай збежнасці шэрагаў і паслядоўнасцей. 

7.1. Тэарэма Вейерштраса 

у 1885 годзе Вейерштрас даказаў знакамітае сцвярджэнне, 
якое можна сфармуляваць наступным чынам: 

Тэарэма Вейерштраса. Усякая непарыўная на адрэзку (а, 61 
функцыя ўсх) ёсць сума раўнамерна збежнага на гзтым 
адрэзку шэрагу, складнікі якога з'яўляюцца мнагаскладамі: 

ўсх) а ах) а Рох) а аў зайца 

Тэарэтычныя вынікі тэарэмы Вейерштраса надзвычай значныя 1 
цалкам адпавядаюць таму ўраджанню, якае зрабіла ў свой час 
адкрыццё Вейерштраса. Сапраўды, тзарэма сцвярджае, што для 
любой непарыўнай функцыі ў() існуе многаскладовы шэраг, які 
раўнамерна збягаецца да ўсх). Клас непарыўных функцый надта 
шырокі, ён утрымлівае і функцыі, якія не маюць вытворнай ні Ў 
адным пункце. Зразумела, шта любую непарыўную функцыю 
нельга падаць У выглядзе ступеневага шэрагу, паколькі 
неабходнай умовай раскладальнасці функцыі ў ступеневы шэраг, як 
вядома (п.10.3), з'яўляецца яе бясконцая дыферэнцавальнасць. 
Але нават не ўсякая бясконца дыферэнцавальная функцыя 
раскладваецца ў ступеневы шэраг -- што ж тады чакаць ад проста 
непарыўнай функцы!. 

Сітуацыя, як вынікае з тэарэмы Вейерштраса, карэнным чынам 
мяняецца, калі замест ступеневых шэрагаў разглядаць шэрагі, 
складнікамі якіх з'яўляюцца мнагасклады. Ступеневыя шэрагі 1 
многаскладовыя шэрагі падобныя паміж сабой тым, што любыя іХ 


частковыя сумы з'яўляюцца, відавочна, мнагаскладамі. Розніца 


заключаецца ў тым, што -я частковая сума ступеневага 


(аа! 
шэрагу ёсць многасклад Ў. а,х“ не вышэй як (4-4) -Я ступені, 
кзо ёю 
прычым (на) -я частковая сума: б а, Хх“ адрозніваецца ад 
Кхо 
И -Й частковай сумы шэрагу толькі адным скпаднікам а/л х”", а 


ўсе папярэднія складнікі а, ж“ (к-О, 1,...м-1) у гэтых сумах 
хх] 

аднолькавыя. У сваю чаргу, П -я частковая сума Ух) з ў Рах) 
кі 


многаскладовага шэрагу можа быць (і з'яўпяецца ў сапраўднасці) 
многаскпадам значна большай ступені, чым а . Калі мт-яю 
аў О144)-ю Частковыя сумы многаскладовага шэрагу запісаць у 
выглядзе многаскладаў (Яхі б бх“ і 9. (х)2 6: Хх“ ), то ўжо 
нельга сцвярджаць, пшто яны адрозніваюцца толькі адным 
складнікам, больш таго, гэтыя сумы ўвогуле могуль пе ўтрымліваць 


аднолькавых складкікаў; акрамя таго ступень многаскладу 9..,(х) 


печ 
можа быць значна бойьшай, чым ступень многаскладу се) а 

Такім чынам, частковыя сумы 9 ('Х) многаскпадовага шэрагу 
Ў Р іхуне могуць, увогуле Кажучы, з'яўляцца частковымі сумамі 
аднаго і таго ж ступеневага шэрагу. 

Відавочна, што тэзрэму Вейерштраса можна падаць у наступным 
выглядзе: 

Калі ў(Хх) ёсць непарыўная функцыя на адрэзку [а,ё1] , то 

УЕ»0О існуе многасклад ((х) такі, што] (іх)-біхіге (асхаў) 

Адсюль вынікае, што мно гасклады займаюць асаблівае 
становішча ў класе непарыўных функцый. З аднаго боку, яны маюць 
надта простую будову, а з другога боку, яны здольныя як 
заўгодна дакладна перадаваць паводзіны любой непарыўнай 
функцыі, якой складанай яна б ні была. 
Вынік. Тэарэма Вейерштраса сцвярджае, што любая непарыўная 
функцыя ёсць сума раўнамерна збежнага шэрагу мнбгаскладаў. 
Заўважым, што мае месца і адваротнае сцвярджэнне (гл. п. 3.3 ): 
усякая функцыя, якая з'яўляецца сумай раўнамерна збежнага на 


адрэзку (а, 6] многаскладовага шэрагу есць непарыўная на гэтым 
абе 


адрэзку. Такім чынам, сцвярджэнне, што Фіх) есць сума раўнамерна 
збежнага на адрэзку ўа, ў] шэрагу многаскпадаў, і сцвярджэнне, 
што ў(х) есць непарыўная функцыя на адрэзку [а, е] , з'яўляюцца 
іэквівапентнымі сцвярджэннямі. 

Мы ўжо згадвалі, што Вейерштрас даказаў сваю тэарэму ў 1885с 

У сувязі з гэтым цікава гдзначыць, што яшчэ ў 1858 г. гэтай 
тэарэмай амаль што поўнасцю валодаў Чабышоў, які даспсдаваў 
праблему пабудовы многаскладаў найлепшага набліжэння. Укажам 
сцісла сутнасць гэтай праблемы. 

няхай ((х) есць непарыўная функцыя на адрэзку [а,ё], а 
«сэ мноства многаскладаў ступені 5 Ю . Капі мнагасклад Р.сеў,, 


то пік 


Ё.(9,9.)з тах [ў(х)- Р! 
аехаў 


называюць адхіленнем многаскладу В. ух) ад дадзенай функцыі Ў(х) 


на адрэзку Га, ё . Велічыня 
2 іў Ё (Р: сиў мах Іф(хі-Ё с] 
Б “аа а ўнай заці 


называецца кайменшым адхіпеннем ўд “Й ступені. Відавочна, што 
ніжняя мяжа існуе, але далека не відавочна, ці дасягаецца гэтая 
мяжа, г.зн. ці існуе многасклад ря (х) е Я такі, што 

Е,., Сны ре) Б: Бр). 

Чабышоў даказаў існаванне і здзінасць многаскладу р“ Сх) 
для пюбой непарыўнай функцыі і даследаваў метады пабудовы такіх 
многаскпадаў, якія атрымалі назву многаскладаў найлепшага 
набліжзння або многаскладаў Чабышова. 

Відавочна, што з ростам у  вепічыня Ёіг сцдадае: 

рар аа Яра. а 2... 

Каб атрымаць тэарэму Вейерштраса, Чабышову дастаткова было 

даказаць, што Сб Е.С , апе заняты дакладным вызначэннем 


найлепшага набліжэння, ён пакінуў без увагі гэтае пытанне. 


7.2. Збежнасць ў сярэднім функцыйных паслядоўнасцей і 

шэрагаў 
зараз мы разгледзім яшчэ адзін тып збежнасці функцыйных 
паслядоўнасцей і шэрагаў -- збежнасць у сярэднім. У мэтах 
спрашчэння фармупевак будзем лічыць, што ўсе функцыі, якія 
сустракаюцца ніжэй, з'яўляюцца інтэгравальнымі на адрэзку [а ё]. 
значэнне 1. Будзем гаварыць, што функцыйная паслядоўнасць (ў,(х) 
збягаецца ў сярэднім на адрэзку (с,6ё] да функцыі 


ч Ь. 
ў (х) ,Калі Ёа ў [кою ёе ўс] х Ф. 
псэ а А 


Азначэнне 2. Будзем гаварыць, што функцыйны шэраг х Чах) 
збягаецца ў сярэднім на адрэзку (а, ё] да сумы 4(х), 
калі паслядоўнасць яго частковых сум 5, (2) збягаецца 
ў сярэднім на адрэзку [4,6] да функцыі 9(х)., ўе) МЕ 

- г РА 2 
калі паа , 
Сак, ў [ най чава - ц] дах -О 
аа Ў с 4 
Высветлім сувязь паміж збежнасцю ў сярэднім і іншымі тыпамі 


збежнасці функцыйных паслядоўнасцей. 


Калі паслядоўнасць ( Ў (х)) збягаецца на адрэзку [а,] да 


лімітавай функцыі ўух) , То адсюль неабавязкова вынікае 
збежнасць у сярэднім гэтай паслядоўнасці да ўсх) . Сапраўды, 
баб а 
разгледзім паслядоўнасць ўс): (их.е 24 Відавочна, што 
ўма 


ў (Хх). ўдмх ай” ы» ў) еО УхебЁс,/1, 


аа 4 с 2 4 1 мхі 
бла ў Ваба- ўсю) Г 4х з Ёа ў Здихе (ха 
“со о 


УІ й во? юш 


сЗ 2 г й - 
з Хама зе ба 13 Сада Ц-е“)-4. 
по с ео 
Справа карэнным чынам мяняецца, капі звычайную збежнасць 
паспядоўнасці (ў) замяніць раўнамернай збежнасцю на адрэзку 
(а,6] . мае месца наступнае сцвярджэнне: 
Калі ў.) Кх)на адрэзку[а,6], то гэтая паслядоўнасць 


збягаецца да Ф(Х) і ў сярэднім на адрэзку (а,ё]. 
зб 


Адваротнае сцвярджэнне ўжо не выконваецца, г. зн. са 
збежнасці паслядоўнасці ў сярэпнім на адрэзку ўа,6ё] не вынікае 
яе раўнамерная збежнасць на гэтым адрэзку. Больш таго, 

паслядоўнасці можа збягацца ў сярэднім на адрэзку ўа.ё], 
апе разбягацца (у звычайным сэнсе) ў кожным пункце 
гэтага адрэзка. 

Для пабудовы прыкладу “такой паслядоўнасці разгледзім 
паслядоўнасць адрэзкаў З а... арсаавічай: якія маюць наступны 


выгляд: 


З.з [еі], 
“аерсгуяа ЗВ! ч 
аўса Ша , Зза, 3], Маа», 


Я а: Я . - - з 


пяе аў, Шык, Зн 2.1. ыа Зым, Аа» Й (Ён 


Азначым зараз паслядоўнасць (ах) наступным судачыненнем: 
4, капі. Хх СЯ, 


0, калі ж З. 


Гэтая паслядоўнасць збягаецца ў сярэднім на адрэзку [0,1] да 


а (куе)е:. 


функцыі 4] 2О. сапраўды, 


: 4 4 
Ўл ў ых) - ў о] е Сай ў ў сіх з Сіма ўзааах- 
-»со (е) дзэ “0 меса “с 


2 Ёа ( даўжыні ы гч ой 
и-оо 

Аднак паслядоўнасць (409) разбягаецца ў кожным пункце 
х (о, таму што для любога х.е (9, І] існуе функцыя ўк'Х) з 
як заўгодна вялікім нумарам з , для якога Ў (Хе] 2 О нўёй 
таксама знойдуцца іншыя як заўгодна вялікія значэнні У. , для 
якіх ўм (ас х 4. “ 

Як вядома (п. 3.3 ), не ўсякі збежны на адрэзку (а,ё] шэраг 


5 убх) можна паскладова інтэграваць на гэтым адрэзку, але 


раўнамерная збежнасць шэрагу на Га,ё 1 з'яўляецца дастатковай 
аме 


умовай паскпадовагаг інтэгравання. Патрабаванне ж збежнасці 

шэрагу ў сярэднім на адрэзку [а.ё] не толькі не гарантуе 

раўнамерную збежнасць шэрагу на гэтым адрззку, апе нават і 

звычайную збежнасць у кожным пункце х е[а.ё] . Тым не менш мае 

месца наступнае 

Сцвярджэнне. Капі функцыйны шэраг Г м(х) з інтэгравальнымі 
складнікамі збягаецца ў сярэднім да інтэгравальнай 


функцыі (Хх) на адрэзку (а, 4], то 
х. 


ўва ах е. ў [2 па] 2 Эда Ў аныае 
х. ЫЫ: 


кі Ха. 


пры любых ХЗ, і х е [(а,ў] , прычым праінтэграваны 
шэраг Ў. ў збягаецца раўнамерна на [а,ё]. 
х 
Аналагічнае сцвярджэнне можна сфармуляваць і для функцыйнай 
паслядоўнасці Дах), якая збягасцца ў сярэднім на адрэзку (а, «1. 
7.3. Аднастайная непарыўнасць функцыйных паслядоўнасцей 
Як вядома (С тэарэма Бапьцана-вейерштраса ), з пюбой 
абмежаванай лікавай паслядоўнасці можна выбраць збежную 
падпаслядоўнасць. Разгледзім дпя функцыйных паспядоўнасцей 
непарыўных функцый аналаг тэарэмы Бальцана-Вейерштраса. Пытанне 
ставіцца наступным чынам: пры якіх умовах з функцыйнай 
паслядоўнасці (ў. Ска) непарыўных на адрэзку Га, с] функцый 
можна выбраць падпаслядоўнасць, якая раўнамерна збягаецца на 
гэтым адрэзку? Адказ на гэтае пытанне дае тэарэма Арцэла. Перад 


ХХ 
фармулёўкай тэарэмы дадзім наступныя два азначэнні: 


а) Паспядоўнасць (4, (х)) называецца раўнамерна абмежаванай 

на адрэзку [8,6], калі існуе такі лік М , што пры любых 

хе(аё] і пры пюбых натуральных п “Выконваецца няроўнасць 
Цы М; 

б) Паслядоўнасць (ў.(х)) называецца аднастайна непарыўнай 


на адрэзку [а,ё ] , капі дпя пюбога 620 існуе 6-68(8)»0, 
та- 


што пры любых Х, і Х, , якія належаць адрэзку (а,ё] ў 
задавальняюць няроўнасць іх, х.,]“ ся , і пры пюбых 
натуральных п выконваецца няроўнасць [ўн(ха)- ўм.) ўсё. 
дадзім кароткае тлумачэнне паняццю аднастайнай 
непарыўнасці. 

З аднастайнай непарыўнасці паслядоўнасці (ўй1х)) на адрэзку 
К, С], відавочна, вынікае непарыўнасць кожнай функцыі ў. Ск) 
(на, 2,...) на ўа, б] . паводле азначэння непарыўнасці кожнай 
функцыі 42) на адрэзку [а,ё“] , інакш кажучы, у кожным 
пункце Х.6 Са,ё будзем мець: 

дае 3 Б»С Мх  Ізэс-жь]«б з» Іра) ўс, 

дзе магчымыя значэнні б запежаць, увогуле кажучы, 
ад значэнняў Ё, х, і значэння п , якое вызначае дадзеную 
функцыю ў, (Хх) , г. зн. 6-5(ё, х., п) . Апе мы ведаем (тэарэма 
Кантара), што з непарыўнасці функцыі на адрэзку (а.6] вынікае 
яс раўнамерная непарыўнасць на гэтым адрэзку, г. зн. існуе 87 
якое будзе вартым Ух. е Га, с] . Такім чынам, скарыстаўшы 
раўнамерную непарыўнасць, мы прыходзім да высновы, што б можна 
выбраць незалежным ад х : б-6(Ё и). І вось калі можна выбраць 
б адно і тое ж для ўсіх “ , г. зн. для ўсіх функцый ўы'(х) 
(д-4,2;...У), то паслядоўнасць (3. (х)) называюць аднастайна 
непарыўнай на адрэзку Га, ё ] . Інакш кажучы, уласцівасць 
аднастайнай непарыўнасці заключаецца ў тым, што непарыўнасць 
з'яўляецца раўнамернай не толькі адносна зменнай Х , але і 
адносна ўсіх функцый (адносна н ]. 

Калі маецца канечны лік непарыўных функцый на адрэзку 
Га.ё ] , то, відавочна, аднастайная непарыўнасць аўтаматычна 
мае месца. Аднак на бясконцае Мноства непарыўных функцый 
патрабаванне аднастайнай непарыўнасці накладвае дадатковыя 


абмежаванні. 


Адметная ўпасцівасць аднастайна непарыўнай паспядоўнасці 
ФункЦый складае змест наступнай тэарэмы. 

Тэарэма Арцэпа. З пюбой раўнамерна абмежаванай і аднастайна 

непарыўнай на адрэзку Га, б 7 паспядоўнасці функцый 

(4. (Сх)) можна выбраць падпаспядоўнасць, якая раўнамерна 


збягаецца на гэтым адрэзку. 


ПЫТАННІ І ЗАДАННІ КАЛЕКВІУМА 
1. Ці існуюць функцыйныя шэрагі, абсягам збежнасці якіх 
з'яўляюцца: 
а) “толькі адзін пункт квы, 
б) холькі два пункты з: у жаб , аб ў 
в) два адрэзкі [е,ё ] 16 (с, а , бебесбёса Я 
2. Ці існуюць разбежныя шэрагі 2. м.ух) і Ў У.(х) такія, што 


Хх збягаецца шэраг: 


а). Я (Ча Мех), б) 9. Чкбу Міх), 
3. няхай шэраг 5 йуіх) збягаецца на мностве Х , а шэраг 
ўма) збягаецца на мностве У . Ці можна тады сцвярджаць, 


што шэраг 5. (Маіх) Маа)) абавязкова збягаецца на мностве Ё , дзе: 
а) 0-2 “.Хабай бу Ва Х МУ, 
4. Ці існуюць шэрагі Ў йіх) і 5 Усіх) , мноствам збежнасці 
якіх з'яўпяюцца адпаведна адрэзкі Сафё:і а: Ге «1 ; Такія. што 
мноствам збежнасці шэрагу Ў. (Мс(х)ь 4.9) будзе адрэзак (а,с1 ? 
5. Няхай паслядоўнасць (Ёю) збягаецца на мностве Х , а 
функцыя ЧМ(х) з'яўляецца абмежаванай на гэтым мностве. Ці 
абавязкова вынікае адсюль Ззбежнасць на мностве  Х 
паслядоўнасці (ухуфыіхі) ? 
6. Няхай шэраг Я Чых) збягаецца на мностве Х ; а функцыя 
(Хх) з'яўляецца абмежаванай на гэтым мностве. Ці заўседы 
збягаецца тады на мностве Х шэраг й «хч (х) ? 
7. Няхай шэраг Х Ч.(х) абсалютна збягаецца на мностве Х е 
Ці можна тады сцвярджаць, што чіэраг Ж Ф(х). Ме(х) , дзе Фіх) 
(хеХ) Ёсць абмежаваная функцыя, будзе таксама абсапютна збягацца 
на мностве У ? 
8. Няхай шэраг 2 уз) збягаецца на мностве Х і Ма бх)сМ(х) 
(хеХ, к-4.2....). Ці можна тады сцвярджаць, што шэраг Я Чуіх) 


заўсёды збягаецца на мностве Х ? 


9. няхай [чае] (хе, к-і..), Ці заўседы са збежнасці 
шэрагу “Ў. Мк) на мностве Х вынікае збежнасць на гэтым 
мностве шэрагу 9». Маіх) ? 
10. Накай шэрас 5. М іх) абсапютна збягаецца на мностве Х і 
яго складнікі задавальняюць на гэтым мностве ўмовы [Ціхі з Ім« іх] 
(ка. 2. ..). Ці можна тады сцвярджаць, што шэраг ў дцх) будзе 
абавязкова: 
а) збягацца, б) абсалютна збягацца? 

11. Ці можна сцвярджаць, што шэраг Ў М.(Хх) абсапютна збягаецца 
на мностве Х : капі яго скпаднікі задавальняюць на ;ўэтым 
мностве ўмовы [ча(х] 5 Ч.(х) (к-4.2,...) , прычым ўхсХ шэраг 
2. У.(х) збягаецца? 
12. Ці заўседы раўнамерна збягаецца на адрэзку Га ё] шэраг 
Ў. міх), калі ён задавальняе наступную ўмову: 

Уіх0 39, “и ЗЧтмэн “Ухеіаё] ге] ь маб Я : 
13. Ці заўседы з раўнамернай збежнасці аабнайсднайнця ((.сх)) на 
мностве Х , Вынікае збежнасць сэтай паслядоўнасці на мностве Х? 
14. Ці можа шэраг Ў Пс(х) збягацца раўнамерна на адрэзку Га, ё]] 
і адначасова быць разбежным на нейкай частцы гэтага адрэзка ? 
15. Ці існуюць збежныя на адрэзку [4,6] шэрагі, якія раўнамерна 
збягаюцца толькі на некаторай частцы гэтага адрэзка? 
16. Ці існуюць шэрагі, якія збягаюцца на мностве Х- (- бе, геа) А 
але не збягаюцца раўнамерна на Х 
17. Вядома, што паслядоўнасць (ў. Сх)) Збягаецца на [8,6] 1 
раўнамерна збягаецца на любым інтэрвапе (4, Б) е (е, б] . ці можна 
тады сцвярджаць, што (ўх)раўнамерна збягаецца на адрэзку (а 6] ? 
18. Ці вынікае са збежнасці шэрасу » цёт) на адрэзку ўаё] 
і раўнамернай збежнасці гэтага шэрагу на любым інтэрвале 
е (а.ё] раўнамерная збежнасць шэрагу на ўсім адрэзку [8,6] ? 


19. Няхай на мностве Х задавальняюцца ўмовы: ў) з Ро), да 


Ці можна тады сцвярджаць, што: 

а) Зых) ь бысю) са ў(х)е дс) (хеХ), 

б) Хх). іх) 22 ў.) (ех). 
20. Няхай шэрагі бе цак) і Жадае) раўнамерна збягаюцца на 
мностве Х . Ці можна тады сцвярджаць, што шэраг Ў Д(Чх)еусіхі) 
таксама раўнамерна збягаецца на гэтым мностве? 
21. Ці можна выявіць раўнамерную збежнасць шжзрагу на мностве Х 
паводпе прыметы Вейерштраса, калі вядома, што на гэтым мностве 
шэраг збягаецца ўмоўна? 
22. Няхай раўнамерная збежнасць шэрагу ра Му) на мностве Х 
выяўлена паводпе прыметы Вейерштраса. Ці можна тады сцвярджаць, 
юто шэраг Ж цеіх) збягаецца абсалютна на мностве Х г 
23. Няхай пікавы шэраг ге [чоў разбягаецца. Ці можна тады 
сцвярджаць, што шэраг Ў уны не збягаецца раўнамерна на 
мностве Х г? 
24. Няхай збежны на мностве Х функцыйны шэраг Ў. Ч.«Ссх) не 
мае збежнага мажарантнага лікавага шэрагу. Ці вынікае адсюль, 
што шэраг ўга) заўсёды будзе збягацца нераўнамерна на 
мностве Х ? 
25. Вядома, што шэраг Ў У.(х) раўнамерна збягаецца на мностве Х 
і яго скпаднікі задавальняюць на гэтым мностве ўмовы Іа бое, 
Ці вынікае адсюль раўнамерная збежнасць шэрагу ч Ч.(х) на 
мностве Х аа 
26. Няхай шэраг Ў“ М.(Х) раўнамерна і абсалютна збягаецца на 
мностве Х . Ці можна тады сцвярджаць, што шэраг 5 М. (ху будзе 
таксама збягацца на гэтым мностве абсалютна і раўнамерна, капі 
[а е [маю] (чхеХ, кз42....) 
27. Ці вынікае з абсалютнай збежнасці шэрагу на мностве Х яго 
раўнамерная збежнасць на гэтым мностве? 


28. Ці вынікае з раўнамернай збежнасці шэрагу на мностве Х яго 
«а ЧЗ- 


абсапютная збежнасць на гэтым мностве? 
29. Ці вынікае з абсалютнай і раўнамернай збежнасці шэрагу Бчазх) 
на мностве Х раўнамерная збежнасць шэрагу Ў. 14. со] на гэтым 
мностве? 
30. няхай шэраг Ў. ІЧесх)і збягаецца раўнамерна на мностве Х. 
Ці можна тады сцвярджаць, што шэраг Бя М.Сх) заўсёды 
раўнамерна збягаецца на мностве Хх 2 
31. Няхай раўнамерная збежнасць на адрэзку (а,6] шэрагу 244) 
выяўлена паводле прыметы Вейерштраса, а паслядоўнасць (М. Сх)) 
задавальняе “ЎЮ умовы 14.04 Ухеўа,ё]. Ці можна тады 
сцвярджаць, што шэраг М Ў. М.(х).У.(х) на адрэзку Га,ё1і : 

а) збягаецца абсалютна, 

б) збягаецца раўнамерна, 

в) збягаецца абсапютна і раўнамерна, 
32. Вядома, што скпаднікі шэрагу Ў М..(х) з'яўляюцца 
нарастальнымі функцыямі на адрэзку [а, ёі і шэраг абсалютна 
збягаецца ў пункце Ё . ці вынікае адсюль раўнамерная збежнасць 
шэрагу 5. Чу(Х) на адрэзку ўс, ё] ? 
33. няхай шэраг Ў Ч.(х) з непарыўнымі і дадатнымі на адрэзку[(а,ё] 
складнікамі збягаецца і мае непарыўную на гэтым адрэзку суму. 
Ці вынікае адсюль раўнамерная збежнасць гэтага шэрагу на(а, 6]? 
34. Ці можна сцвярджаць, што шэраг ёг М4..(х) з непарыўнымі і 
дадатнымі на інтэрвале (а 3 6) складнікамі збягаецца раўнамерна 
на гэтым інтэрвале, капі сума шэрагу ёсць непарыўная функцыя на 
інтэрвале (а, 6) ? 
35. Ці існуюць шэрагі з непарыўнымі на адрэзку [а,ё] 
складнікамі, якія маюць разрыўную суму на гэтым адрэзку? 
36. Ці можа сума абсалютна збежнага на мностве Х шэрагу ўча 
з непарыўнымі складнікамі быць разрыўнай функцыяй на мностве Х? 


37. Ці можа сума раўнамерна збежнага на інтэрвале (8,6) шэрагу 


У ах) з непарыўнымі складнікамі быць разрыўнай функцыяй на 
інтэрвале (а,ё) 7? 
38. Ці можа пімітавая функцыя паспядоўнасці непарыўных на 
інтэрвайе (4.6) функцый ЫЗ) быць разрыўнай на гэтым інтэрвапе? 
39. ЦІ ўсякі абсапютна збежны на адрэзку Га, 6] шэраг з 
дыферэнцавальнымі скпаднікамі можна: 

а) паскладова інтэграваць на (б, ёі, 

б) паскладова дыферэнцаваць на (9а,«] 
40. ці ўсякі раўнамерна збежны на адрэзку (а,ё] шэраг з 
дыферэнцавапьнымі складнікамі можна: 

а) паскладова ічтэграваць на ([а.ё), 

5) паскладова дыферэнцаваць на [а,ё 2. 
41. Ці вынікае з раўнамернай збежнасці на адрэзку (с, 61 шэрагу 
вытворных Ў, (а 

а) збежнасць шэрагу Ў. Чк(2) на ўа.еі, 

6) раўнамерная збежнасць шэрагу Ў 0и.Сх) на [а,81. 
42, Няхай шэраг Б. Маіх) з непарыўнымі і дадатнымі на адрэзку 
(а, ё1 складнікамі мае на гэтым адрэзку непарыўную суму 9(х). 
Ці можна тады паскпадова інтэграваць гэты шэраг на адрэзку [а,ёі? 
43. Ці існуюць збежныя на адрэзку Га, е 1 шэрагі з 
неінтэгравальнымі скпаднікамі, ў якіх сума А(Х) з'яўпяецца 
інтэгравальнай функцыяй на Га,ё] г? 
44. Ці існуюць збежныя на адрэзку еў е] шэрагі з 
недыферэнцавальнымі скпаднікамі, у якіх сума АХ] з'яўляецца 
дыферэнцавальнай на (с. Ў ? 
45. Ці існуюць раўнамерна збежныя на адрэзку Саб] шэрагі з 
недыферэнцавальнымі складнікамі, у якіх сума “9(Х) з'яўляецца 
дыферэнцавальнай функцыяй на ўа,ё] ? 
46. Няхай функцыя ўсх) раскладаецца Ў ступеневы шэраг на 


інтэрвале (-ё, 8). Ці можна тады сцвярджаць, што 15) з'яўляецца 
гаў'9й. 


бясконца дыферэнцавальнай на гэтым інтэрвале? 
47. Ці ўсякая бясконца дыферэнцавальная на інтэрвале (-ў, 8) 
функцыя ((х) раскладаецца ў ступеневы шэраг на гэтым інтэрвале? 
48. Ці існуюць функцыі ў(х), шэрагі Тэйлара якіх збягаецца на 
некаторым інтэрвале (-Ё, 8) і маюць суму 3(х) ўсх) ухеСсе.й) ? 
49. Ці існуе функцыя ўсх) ; шэраг Тэйлара якой збягаецца “Ух 
і мае суму ЭХ) , прычым ўбх):4Х), калі хэб і вік) Зух), 
капі х «о ? 
50. сфармулюйце неабходную і дастатковую ўмову раскпадальнасці 
функцыі ў ступеневы шэраг. 
се к 

51. Няхай ўсх) ён Хіні. Знайдзіце наступныя вытворныя: 

й роце ба. аў Аа 
52. Ці можа ступеневы шэраг аг Сі За збягацца толькі на: 

а) адрэзку [-4.2]15; 

б) адрэзку [-2,3], 
53. Вядома, што ступеневы шэраг » сы (х-х.“ збягаецца толькі 
на паўінтэрвале -(4« хх а, Знайдзіце ХХ. . 
54. Някай Ух 6(4,6) існуе ёй ў. (Хх): ў(Х) . Ці можа пімітавая 
функцыя 4(х) быць непарыўнай абс Я (4,6) , калі вядома, 
што функцыі ўу(х) з'яўляюцца разрыўнымі і паслядоўнасць (Р. Сх)) 
збягаецца нераўнамерна на гэтым інтэрвале. 
55. няхай р адаў тх). хе(аё). Ці можа сума шэрагу А(Х) быць 
непарыўнай на інтэрвале (а, 6) ) Калі вядома, што складнікі 
шэрагу з'яўляюцца разрыўнымі і шэраг збягаецца нераўнамерна на 
гэтым інтэрвале? 
56. Ці існуе нераўнамерна збежная на інтэрвале (9,6) 
паслядоўнасць ўсюды разрыўных функцый, якая мае непарыўную 
лімітавую функцыю на гэтым інтэрвале? 
57. Ці існуе нераўнамерна збежны на інтэрвале (а, ё) шэраг з 


усюды разрыўнымі складнікамі, які мае непарыўную суму на гэтым 
-0-- 


інтэрвале? 


58. Ці збягаюцца раўнамёрна на дадзёным мностве Х наступныя 








шэрагі: 
у ай ўка цеў] 
а) праб Х 2(- 69, кое)- б) а гіч, 21” 
к(ккі) ч ; та» 1. і ' А 
кі 
Зе “ «29; з 
ў а, Харуее), е) Ва баў. 
е? Кк“еХ .- ч 


ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ КОПЛОКЕЙУМА НА РУССКОМ ЯЗЫКЕ 


1. Суцествуют ли функциснальные ряды, областью сходимости 


которых являются: 
а) только одна точка Ха, 
б) только две точки х-а и х:бё (ажгё), 
в) два отрезка (с,ё] и (е, (аеб«сеа). 
2. сушествуют пи расходяшциеся ряды 8. Ч.(х) и Ў У.(х) такие, что 


Ух. сходится ряд: 


аднака Муса к Мік) Я б) 2 Чайкі Мск), 
3. пусть рад Ў Ч.(х) сходится на множестве  Х , а ряд 
Ў У.іх)--на множестве У . Можно ли тогда утверидать, что ряд 


(маху, оў ебязательне сходится на множестве Ф , где: 


4. суцествуют ли рады У цу(х) ий Ў ў, (ж) ; множеством 
сходимости которых являются соответственно отрезки [а,ё] и 


(е, с] 5, такие, что множеством сходимости ряда ў (Маю) Уй м9) 
будет отрезок бнь е] 2 

5. Пусть последовательность (ў/,(х)) сходится на множестве 58 
а функция “м(х) ограниченная на этом множестве. Обязательно ли 
тогда сходится на множестве Х последовательность (90. ў, (х)) 2 
6. Пусть ряд В, Му(х) сХодится на множестве Х, а функция “Ф(х) 


ограниченная на этом множестве. Обязательнс пи тогда сходится 
“ай 


на множестве Х ряд “Ў чіхічіх) 7? 
7. Следует ли из абсопютной сходимости ряда 2. Ч.(х) на 
множестве Х  абсолютная сходимость ряда Ў чух) ц./іх) на этом 
множестве, еспи “Ч.Х) является ограниченной на множестве Х г? 
8. Пусть ряд Ў Маю сходится на множестве Х И. Мах) Ух) 
(хех, 4, Й Можно ли тогда утверждать, что ряд Ў Міх) 
также сходится на множестве Х г 
9. Пусть Такіх М ху (х еХ, кгі2--). Всегда ли из сходимости ряда 

5 У.іх) на мношестве Х спедует сходимость на этом множестве 
руда Ў. ЕЎ 7 
10. Пусть ряд 5 МУ(х) абсопютно сходится на множестве Хх и 
его члены удовлетворяют на зтом множестве усповиям (мауху] З ўУк (х] 
(ка2...), Можно пи тогда утверждать, что ряд Ў Міх) обязательно: 

а) есходится; б) сходится абсолютно. 
11. Можно ли утверждать, что ряд 2 у.(х) абсолютно сходится на 
множестве Х , если его члены ўдовлетворяют на этом множестве 
условиям [Мах су) (кз4,.2..), причем “УхеХ ряд 5 “М.іх) 
сходится? 
12. Всегда пи равномерно сходится на стрезке (а 6 1 ряд ЕМ. (х) , 
если он удовлетворяёт спедуюшему условию: 
м 
чі»о 39, Ум» Ў. Умэн уУхеўсё] ара абаелўн іа ; 

13. Всегда ли из равномерной сходимости ўма п. СЯ 
на множестве Х спедует сходимость зтой поспедовательнести 
на множестве Х 9 
14. Может ли ряд Ў 4.) быть равномерно сходяшимся на отрезке[а ві 
и одновременно расходиться на некоторой части этого отрезка? 
15. Суцествуют ли ряды, сходяциеся на отрезке [8,6] и равномерно 
сходяциеся только на некоторой части этого отрезка? 
16. Сушествуют ли ряды, сходяцинеся на множестве Хз(- 99, ез) и 


не скодяшиёся равномерно на Х з 
“82- 


17. Известно, что поспедовательность (Ўўніх)) сходится на іа.ё] 
и равномерно сходится на пюбом интервале («руе [о,ё ] . Можно ли 
тогда утверждать, что (ўн) равномерно сходится на отрезке (аў 1? 
18. Следует ли из сходимости ряда Ў М.(х) на отрезке [а,ё3 и 
равномерной сходимости этого ряда на любом интервале (4.0) с ў, ё 
равномерная сходимость ряда на всем отрезке (е.ё 1]  ? 
19. Пусть на множестве Х удовлетворяются условия: іц) З ўіх), 
д) 90. можно ли тогда утверидать, что: 

а) ўніз) «Зніа) 25 ў іх) ёеціх) (х6Х); 

6) ўсх. дыі) с ўсіх) (хеХ). 
20. Следует ли из равномерной сходимости рядов Ж чух) и Ў Ух) ва 
Ммножестве Х равномерная сходимость на этом множестве ряда 
2 (паху Маю) ? 
21. Применим пи признак Вейерштрасса равномерной сходимости 
рядов к условно сходяцимся рядам? 
22. Пусть равномерная «сходимость ряда Ў йіх) на множестве Х 


установлена по признаку Вейерштрасса. Следует ли отсюда, что ряд 


5 Муху сходится абсолютно на множестве Х ? 
23. Пусть числовой ряд ья р іч. бо] расходится. Можно чи тогда 
хех 
утверюдать, что ряд Ж ибх) скодится наравномерно на 


множестве ХХ 7? 

24. Известно, что у сходяцегося на множестве Х функционального 
ряда Ў .Ме(х) не суцествует сходяцегося мажорантного числового 
ряда. Можно пи утвершдать тогда, что ряд 2 М. (х) обязательно 
сходится неравномерно на множестве Х ? 

25. Пусть ряд 2 М) равномерно сходится на множестве Х иего 
члены удовлетворяют на этом множестве условиям іа (хі « ў М. (Н. 
Следует пи отсюда равномерная сходимость ряда 2 0.іх) на 
множестве Х ? 


26, Пусть ряд 2 Мех) равномерно и абсолютно сходится на 
гад 


множестве Х . Можно ли тогда утверждать, что ряд Бах будет 
также сходится на зтом множестве равномерно и збсолютно, если 
[ас баі е ў Мк (Ух Хь 4,2.) ? 

27. Спедует ли из абсолютной сходимости ряда на множёстве Х 
его равномернае сходимость на зтом множестве? 

28. Следует ли из равномерной сходимости ряда на мнсжестве 

его абсолютная сходимость на этом множестве? 


29. Следует ли из абселютной и равномерной сходимости ряда Ж чеіх) 


на множестве Х равномерная сходимость ряда Ў [Чі І на этом 
множестве? 
30. Следует пи из равномерной сходимости ряда 2. іма] на 


множестве Х равномерная сходимость ряда Ж. маіх) на этом 
множестве? 
31. Пусть равномерная сходимость ряда 2 ц.іа) на отрезке(с.ёў 
установлена по признаку Вейерштрасса, а поспедовательность (М) 
удовлетворяет УМ  усповиям (ўліюіз4 (асхесё) . Можно ли тогда 
утверждать, что ряд Ў МЧуіхуМкіХ) на острезке (а ] : 

а) сходится абсопютно, 

б) сходится равномерно; 

в) сходится абсолютно и равномерно 
32. Известно, что члены ряда Ў. МС) являются возрастаюцими 
функциями на отрезке (а,ё ] и ряд абсолютно сходится в точке 6. 
Следует ли отсюда равномерная сходимость ряда “Ў чкіх) на 
отрезке Га, ё І ? 
33. Пусть ряд Ў. Чы(х) с непрерывнымим и попожительными на 
отрезке [а,ё Ў чпенами имеет непрерывную на этом отрезке сумму. 
Спедует ли из этого равномерная сходимость данного ряда на Га ёі? 
34. Можно ли утверидать, что ряд ёЧ«(Х) с непрерывными и 
положительными на интервале (8.4) членами сходится равномерно 


на этом интервалё, если сумма ряда непрерывна на интервапе (9. Ё)? 
бн- 


35. Сушествуют пи ряды с непрерывными на стрезке ([аёі чпенами, 
сумма которых разрывна на зтом отрсзке? 
36. Может пи сумма абсолютно сходяцегося на отрезке (0.ё] ряда 
Ў чах) с непрерывными членами быть разрывной на этом отрезке? 

37. Может пи сумма равномерно сходяцегося на интервапе (с“.ё) ряда 
Ў Чкіх) с непрерывными членами быть разрывной на этом интервалпе? 
38. Может лн предельная функция поспедовательностй непрерывных 
на интервале (8.6) функций быть разрывной на этом ннтервале? 
39. Всякий ли абсолютно сходяшийся на отрезке (а,61] ряд с 
дифференцируемыми чпенами можно: 

а) почленно интегрировать на (а,ё ў; 

б) почленно дифференцировать на [9,4]. 
40. Всякий пи равномерно сходяцийся на отрезке (ўа,6] ряд с 
дифференцируемымий членами можно: 

а) почленно интегрйровать на [а.ё1; 

5) почленно дифференцировать на [0.ё 1 
41. Следует пи из равномерной сходимостий на отрезке (9.ё1 ряда 
пройзводных::- 5. Ці (С) 

а) сходймость ряда 7 цк(х) на (а,ё]1:; 

б) равномерная сходимость ряда Ў. Чык'х) на [9.6 3 
42. Пусть ряд Ў Чк!Х) с непрерывными и положительными на отрезке 
[а.6 ] членами имеет на этом отрезке непрерывную сумму 92(Х). 
Допускает ли этот ряд почленное интегрирование на стрезке [а,ё17? 
43. суцёествуют яй сходяциеся на отрезке (аі ряды с 
нейнтегрируемымим  чпленами, ў которых сумма А(Х) явяяеўтся 
интегрируемой на (а, 6] ? 
44. Суцествуют яй  сходяшиеся на отрезке (4, ё] ряды с 
недпиёференцируемыми членамий, У которых сумма 9(Х) является 
днифференцируемой функцией? 


45, сушествуют ли равномсрно сходяшиёся на отрезке (а:6 1 ряды 
-65- 


с недифференцируемыми членами, у которых сумма является 
дифференцирузмой функцией? 
46. Пусть функция 3(Х) разлагается в степенной ряд на интервале 
(К, Ё) . Можно ли утверждать тогда, что ((Х) является бесконечно 
дифференцируемой на зтом интервале? 
47. Всякая пи бесконечно дифференцируемая на интервале (-Ё, 6) 
фонуцицая ўсх) раскладыпается в степепной ряд на 5том ніжервале? 
48. сушествует пн функция (Хх) , ряд Тейлора которой сходИтся 
на некотором интервале (-Ю.Ё) и имеет сумму У) ўсх) “Ух есю0)? 
49. сушествует ли функция ў(Х) , ряд Тейпора которой сходится 
УЖ и имеет сумму 9Э(Х) ., причем (4 (х]з4Сх), если хэС И 
ўуху АХ), еепй ц хеб ? 
50. Укашите необходимое ий достаточное ўсловие разложимости 
функций в степенной ряд. 
З М : 
51. Пусть ў(х) 8 ММ (-сееХ«соэ) Найдите следуюцие значения 
ко 
пройзводных: 


а) гара з : 6) ў (е) 


52. Может ли степенной ряд рца сходиться только на: 


(4е.) 


а) отрезке ана, б) отрезке [-2,3] 
53. Известно, что степенной ряд арк ыа У сходится только 
на полуйнтервале ех еЗ . Определите Х. . 
54. пусть ЎХе (9) сушествует “аа Чы) з 403] . Может ли 


предельная функция ў(х) быть пепрерывной на интервале (8,ё) , 
ссли известно, что функции (м(х) разрывны и (9. (5) сходятся 
неравномерно на этом интёрвале? 

55. Пусть Ў цаіхус АХ) (цехсё). Может ли сумма ряда 5(х) быть 
непрерывной на интервале (9.1) , ёсли чпены ряда разрывны и 
ряд сходится неравномерно на этом интервале? 

56. суцествует ли неравномерно сходяшаяся на интервале (4.6) 


послёедовательность  всюду разрывных функций, которая имеет 
-ве- 


непрерывную предельную функцию на этом интервале? 

57. Сушествует ли неравномерно сходяцийся на интервале (а.6) 
ряд со всюду разрывными членами, сумма которого непрерывна на 
этом интервале? 


58. Суодятся ли равномерно На данном множестве Х следуюшие ряды: 


е алах адра Й Б е а - 
а) 2. аве ' ХЗ сонеч): б] ?. "окк 1 Х гр.,21; 
а мач 





Выс 





в) 


ёмик а Хай, "99); гр) ыа аа хе і. 


г Гаўла 
аш с“ 54 


газ- 


АДКАЗЫ, ПАРАПДЫ, РАШЭННІ 


п.ас.?. 

а) -(6ехеві, 6) -ееахк.ее, в) х-С, г) говеха-4, 
д) ж ві. с) -оо «'Хсео9. Парада: «скарыстайце прымету 
Дырыхпе збежнасці шэрагаў, ж) “зах еЗ. 


Пп. 2.7 сац -19 


1. Парада: скарыстайце азначэнне раўнамернай збежнасці 
паслядоўнасці. 
2. Парада: скарыстайце азначэнне раўнамернай збежнасці 


паслядоўнасці і судачыненне бел Ісі, ча е Іча-ЗіЎ. 

3. напрыклад, (.(х)зг 9 х)- ха, Хзі 

б. а) збягасцца раўнамерна, б) збягаецца нераўнамерна, 
в) збягаецца раўнамерна, г) збягаецца нераўнамерна, 


д) збягаецца кераўнамерна. 





8. а), б) не, 9. не, 10. а) напрыклад; ес, ўна а Х-(9.1), 
п. 3.2 с.24-26 

1. Парада: скарыстайце крытэрый Кашы раўнамсрнай збежнасці 
шэрагаў. 

2. Парада: скарыстайце прымету Вейерштраса 4 няроўнасць 

ічы] г д“ ех е“ Х 

3. Парада: скарыстайце крытэрый Кашы раўнамернай збежнасці 
шэрагаў. 


5. Парада: скарыстайце крытэрый Кашы раўнамернай збежнасці 





шэрагаў. 

6. Парада: ааааіны З А Ц ў, аарбаі а. га ЎХ 
аў ха ; хіт Хе 

8. Парада: Паводле тэарэмы лейбніца У -я астача 

знакачаргавальнага шэрагу 21-98, Сз. аша, 


9. а) збягаецца раўнамерна, б) збягаецца раўнамерна. Парада: 


скарыстайце ацэнку зстачы знакачаргавальнага шэрагу Лейбніца 
-88- 


(гл. папярэдні прыклад ИМ 8), 

11. Перада: скарыстайце прымету Дырыкле-хардзі пры Оса 4 АЕ 

прымету Вейерштраса пры «эі. 

12. парада: скарыстайце прымету Абеля-хХардзі. 

туа цаўза сца? 

сва а атЯ , капі Хх ЕО, 5(с)зе 

База Зас Ў ара 

Зах г «хае. м 

2. няхай род. З Я ёй а аа Хэк., 4) (Хх 5»). гэты шэраг можна 

паскладова дыферэнцаваць (чаму?) на 1[4,с99), (420), тады 

Гу “а са е. , значыць й “Ды а ў"(1)ь 3/), 

3. Парада: скарыстайце дыферэнцаванне шэрагу Ў э-9к Адказ: 3- 

5. ХК, ке? Парада: калі б шэраг ас пры ц Ххакх , 

то паводле неабходнай умовы збежнасці мелі б: Сама Мамка О , 

а тады з роўнасці ўла(мы] Хх - Мал(м-4) Хх 2 9 Жа Ж. Сам ж вынікала б 

умова: Маа бомы з О , што немагчыма, паколькі бах Суцу а 1. 

сэ 

6. Калі б шэраг збягаўся ў пункце Хо , то адсюль вынікала б, 

што бала аца О , а тады б Ма І баімх.) 2 Мо , апе 
З (4 бабм,) « заб ух, г 1- бе мк, 


7. аў) паколькі Ўся 4 “Ж 


1" ара (1- “") (4- аша) 
пая частковая сума дадзенага шэрагу 


м-4 


(В аа баў а 


ась І. бага “ ЫЫ а аў 
“А ЕС МчЧ (хч) х-ю ((- ж (хм) усе х-х “14-х (1-2 
В. зоа «хе код. Парада: дакажыце, што ўх задавальняюцца 


ўмовы тэарэмы Пейбніца аб збежнасці знакачаргавальных шэрагаў. 
109. а),6) скарыстайце тэарэму аб непарыўнасці лімітавай функцыі. 
рна е; б) -зес Хх се, в) шэраг разбягаецца ЎХ, 
г) аэ]. 

12. парада: скарыстайце прымету Вейерштраса. 

13. Парада: запісаўшы шэраг у выглядзе і “У а У х-хе Я 


скарыстайце тэарэму Абеля-хардзі. 
-89- 


14. Напрыклад, О, калі 95 х 2 на, 
а, (ж) з Май чіл х, капі Ў «ха іда 
, калі” 27 е 
15. Разгледзьце прыклад: ў (4) (41-х) Хх“ (охх 64). 
п. 4.2 5 с.37-38 ў“ 
еа) (О .х-О. б) Ка4, -ехе4; в) фз9, рехеа" 
г) б-6, -еёхёбе 





2. а) 1хіс4, 6) -осхеесе, в) іх, г) іх(сі 

Знаў” аа” сага ві рэзі 

п. 4.5 с.42 

С. Зар іа “оў ра ех “парай асы 
(еза) 7 банны 1. (Сз! 

Парада: шэраг збягаецца на інтэрвале (-4, «а) . Няхай 


. з? Ма 
У(ху- ра (г4), Інтзгруем паскпадова і атрымпіваем: 
оз 


ы 


х ж сэ 
ўзае 2. ў бс ара Ж (каў з а 


(гл. прыклад 2 п. 4.5 ). Капі пічыць суму шэрагу Ў (ка) хк 


невядомай, то натрэбна інтэграваць атрыманы шэраг яшчэ раз. 


2... ай ДО Парада: дакажыце шляхам паскладовага 
сэ - з 
дыферэнцавання, што а бках заём 2- ём(2-х), ]Іхі«4. 
Узай 
б) а-а, Парада: скарыстайце ступеневы шэраг 
сЗ са к 
“ба А Ча ба (ах) -бм Ў , суму якога атрымайце шляхам 
ка ц М-2 


пнаскпадовага дыферэнцавання. 








в) нца «ём 1) е Парада: дакажыце папярэдне, што 
лая заб 
а А.” аа аба ол ха 
ц з ае . с” З МГ хада З 2.- 
п. 6.11х с.64-66 
ы. шоу, Се а наь а. 
1. саў 15 8 йа 5 6) т- 2 ва Г. 
х? ы цх“ аа А 2. х З “ а 
В) (ть Я Ў, г) х- з а 


а» ча б Гаа (-Е)- а саў], б) ех БЕ) аа. 


в) аў а (ана) а Мак... 


се ва(с 
фае 

3. Шэраг Маклорэна мае выгляд ў. к а за , дзе Оцз з. 
(ых Н 


з90- 


Знаходзім першую вытворную: ў(х)- УА цха4) або (1а-ха) ў (ж) ті а 
Скарыстаўшы формулу Пейбніца для і - й вытворнай левай часткі 
апошняй роўнасці, атрымліваем пры пхае й 

(цах?) даеце г. у. Эк ў “(хе мм.) 2 пара б гО 
Адсюль пры зак маем: ? аа 5) и (ма) ў” (е) 20 
З атрыманага судачынення, улічваючы значэнне е паслядоўна 
знаходзім: Ў (03-31, шоў сла вф СК а а Сл 
Паколькі ў“(с) ьс , То з таго ж судачынення вычікас, што 
Эса...) 
Такім чынам, 


буў Зас а а Ча аа :4) 


у! А (зка! Вась! г 
А тады шэрае Маклорэна набывае высляд: 
У б "кая 


4. Парада: Маем: ў (к) рач або эа «г . Дыферэнцуем 


апошняе судачыненне і знаходзім: /4-х? (а) - гн (к) О або 





(4-2) ў (ху х ў" (х)-О. Адкуль паводле формулы апанебіа дпя Ы- Й 
вытворнай левай часткі апошняга судачынення атрымліваем роўнасць: 
аа на ўз). М ачах ўба ўе е О, 
Тады пры ХО маем: 

гамы аа Гам б “(9 
Упічваючы, шо Ў'(д] 5 4 , знаходзім паслядоўна: 


ў(о)-1, 90-33, ў" 593, ўр у і г. д. 





Адпаведна ўсе цотныя вытворныя нас Аа (КСА, 23,7. 
: М ха. Ж ха М. 
Адказ: Хтэ» зе наў та, Й 
5. а) ў Маа Е “.(-бовасеее) Парада: 91- гей”, а , 
іфыеў Й ць ааіыйа А (4- са4а), 
6) ўс За Ж Да Маі “ай уа Хх З 
в) 2. ў бка, (зцеа). Парада: са ай аа. аа з) ; 
Д Мк)ах Й дарада сч ВАС А Ааа, 
г) гЁ “ак (1914). парад о а а-а 
д) 12; ы аа Чі, е). 2 Ван) ЗА бы (аеяха) 


вене. 


Парада: ба (ака) з ба а ба (фе У.) Б ба (а), 


кес зка4 
ж) ры” 4) “аа ж і (- 





оо « Х. 109), парала: Ма Ж. Сал Ж 24 ах, 





к-2 А 
з) ў. чка а ср а ая 
і) 2.1 ыа З дара а 
6. а) Паколькі ех-Ў аа То - й аі ЁЎ льбый 
ё, кб 


паскпадовым інтэграваннем шэрагу атрымліваем: 


К уз. г. МА 
ўо) ў “ае р Са Га, 5 
с гае; 








о» хакеі х.гёва) 
6) С ёне ўў За зедехане? в) Ў Ура ае (а ў 
гай акра Я ), а) (кд! 
Б. юў (са б). -4, ваў. МАТ, г). (аў 
д) Ёл. Парада: (міх) пры Х2 4, 
е) З Парада: дле Ж пры Хх“ 1 
4 
8. а) ыце ЗУ ка 9 Парада: з ёў рае 7 
з 
6) -Е (2) га 
а а 
з абла ак Еўе (З І МА ЕК Ёц- 
зы 2“ ак Зак (х-2] 7 (сес хееее), Парада: Маа діх-а) 
19. а) с“ а (ез сі Я Парада: еб. о“ схе 2 
зо 
! і 4 
б) гаўк(хе2ах Парада: 3332. АЦ 
ў, ВУ: з ка Эа (каг) 
с5 а 
11. 4) -5040, 6) “е. ' в) 49! 
Ч! 
12. а) паводпе формулы Маклорэна 
а(ачк) з Зіма е Саа. а ас Хад і е С а-а 
“ дам і 
збаььі Ж...) ба (х-зз н за (бай 
134 з» маск Э. 
на . 
14. ж Т ўхь ха... 6 4-меўха...), 
паба 2. 44. 3 А РШ 
в) В а 3. х ы: Зе 
196 а) бн В аа. рый І хі 4 5 
значыць, бай (4 рэа 1) а (зах ху“. Хб...) Я (завы) ДЗ хіж х'-.4) Б. 
ауэ ах За а а, Баб, вы. 
б) Паколькі б 
5 а 
й Маа Х. ж хе Ж -.-. і Бала Ёа... (а), 


5 2 4 Яі ау р. 
а (ах) (аба зет а-а.) (к-а) сё, 
4 2. 4 Ё 
БЕ ё х' дас ЗЫ 
м92- 
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ЗМЕСТ 


ЗБЕЖНАСЦЬ ФУНКЦЫЙНЫХ ПАСЛЯДОЎНАСЦЕЙ І ШЭРАГАЎ 


2. РАЎНАМЕРНАЯ ЗБЕЖНАСЦЬ ФУНКЦЫЙНЫХ ПАСІЯДОЎНАСЦЕЙ 


а 


2 


Зя 


4. 


4. 


аша 


Дае 


Азначэнне раўнамернай збежнасці пасяядоўнасці 


Геаметрычны сэнс раўнамернай збежнасці паслядоўнасці. 


Асноўныя зтапы доказу раўнамернай збежнасці 
паслядоўнасці паводле азначэння 

Прыметы раўнамернай збежнасці функцыйных 
пасяядоўнасцей 

Уласцівасці раўнамерна збежных паслядоўнасцей 
Каментўый да тэарэм аб уласцівасцях раўнамерна 
збежных паслядоўнасцей . . . . . 

Агульныя рэкамендацыі па практычным даследаванні 


функцыйных паслядоўнасцей на раўнамерную эбежнасць. 


РАЎНАМЕРНАЯ ЗБЕЖНАСЦЬ ФУНКЦЫЙНЫХ ШЭРАГАЎ. 


2. 


а 


Я: 


2. 


Азначэнне раўнамернай збежнасці шэрагаў 

Прыметы раўнамернай збежнасці шэрагаў 

Уласцівасці раўнамерна збежных шэрагаў. 

Агульныя рэкамендацыі па практычным даследаванні 
шэрагаў на раўнамерную збежнасць. 

Заўвага аб абсалютна збежных і раўнамерна збежных 


шэрагах 


СТУПЕНЕВЫЯ ШЭРАГІ 


Азначэнне ступеневага шэрагу. 
Абсяг збежнасці ступеневых шэрагаў: 
радыус збежнасці шэрагаў 


10 


131 


15 


17 


20 


20 


20 


26 


зо 


З4 


34 


34 


4.3. Раўнамерная збежнасць ступеневых шэрагаў. 

4.4. Непарыўнасць сумы ступеневага шэрагу. 

4.5. Інтэграванне і дыферэнцаванне ступеневых шэрагаў. 

РАСКЛАДАННЕ ФУНКЦЫЙ У СТУПЕНЕВЫЯ ШЭРАГІ 

5.1. Шэрагі Тэйлара. 

5.2. Раскладанне функцый у ступеневыя шэрагі 

5.3. Умовы раскладальнасці функцыі ў ступеневы шэраг 

5.4. Гістарычная даведка 

РАСКЛАДАННЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦЫЙ У СТУПЕНЕВЫЯ ШЭРАГІ 

6.1. Папярэднія заўвагі 

6.2. Расклад паказнікавай, некаторых трыганаметрычных 
і гіпербалічных функцый. 

б.3. Расклад лагарыфмічнай функцыі. 

6.4. Біномныя шэрагі 

6.5. Расклад адваротных трыганаметрычных функцый. 

6.6. Табліца шзрагаў асноўных элементарных функцый. 

5.7. Аб формулах Эйлера і ўзаемасувязі элементарных 
Функцый 

6.8. Сімвалічны запіс формулы Тэйлара 

Б.9. Множанне і дзяленне ступеневых шзрагаў 

65.10. Падстанова шэрагу у шэраг 

65.11. Рэкамендацыі па практычнаму раскладанню функцый 

у ступеневыя шэрагі 

ДАДАТАК 

7.1. Тэарэма Вейерштраса 

7.2. Збежнасць у сярэднім функцыйных паслядоўнасцей 
і шэрагаў 

7.3. Аднастайная непарыўнасць функцыйных паслядоўнасцей 
ПЫТАННІ І ЗАДАННІ КАЛЁКВІУМА 


АДКАЗЫ, ПАРАДЫ, РАШЭННІ 


38 


39 


39 


43 


43 


44 


46 


47 


48 


48 


49 


50 


51 


215; 


53 


54 


56 


56 


59 


60 


67 


67 


70 


72 


75 


88 
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